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Resumo

O grafeno é um dos alétropos do carbono e foi descoberto em 2004. Com as suas
propriedades eletronicas distintas em relacao a outros materiais, a comunidade cientifica
voltou os olhos para o grafeno, onde, diversos estudos foram realizados até os dias atuais.
Neste material, as quasiparticulas (elétrons e buracos) se comportam como férmions rela-
tivisticos sem massa. Um sistema que tém despertado grande atencao sao as super-redes
de grafeno, pois é possivel controlar as propriedades eletronicas do grafeno neste sistema,
levando a possibilidade de mais variadas aplicacoes. As super-redes podem ser finitas e
infinitas, sendo classificadas em periddicas, aleatérias ou quase periddicas. A estrutura
da super-rede de grafeno pode ser modulada por barreiras magnéticas, potenciais ele-
trostaticos, por barreiras de velocidade de Fermi, etc. Neste trabalho, a super-rede de
grafeno é modulada através de barreiras de potencial quase-periddicas, mais especifica-
mente as larguras destas barreiras, e segue o modelo de Aubry-André. Consideramos aqui
o modelo continuo, usando o Hamiltoniano de Dirac efetivo que descreve as excitagoes
eletronicas de baixas energias no grafeno. Utilizando o método da matriz de transferéncia,
obtemos os coeficientes de transmissao, sendo primordial para a andlise do transporte

eletronico no sistema juntamente com os potenciais quasi-periodicos de Aubry-André.

Palavras-chave: Super-rede de Grafeno; Modelo de Aubry-André; Transporte Eletronico.
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Abstract

Graphene is one of the allotropes of carbon and was discovered in 2004. With its dif-
ferent electronic properties compared to other materials, the scientific community turned
its eyes to graphene, where several studies have been carried out until the present day.
In this material, the quasiparticles (electrons and holes) behave like massless relativistic
fermions. A system that has attracted great attention is the graphene superlattice, as
it is possible to control the electronic properties of graphene in this system, leading to
the possibility of more varied applications. Superlattice can be finite and infinite, being
classified as periodic, random or quasi-periodic. The graphene superlattice structure can
be modulated by magnetic barriers, electrostatic potentials, Fermi velocity barriers, etc.
In this work, the graphene superlattice is modulated through quasi-periodic potential bar-
riers, more specifically the widths of these barriers, and follows the Aubry-André model.
We consider here the continuous model, using the effective Dirac Hamiltonian that descri-
bes the low-energy electronic excitations in graphene. Using the transfer matrix method,
we obtain the transmission coefficients, being essential for the analysis of the electronic

transport in the system together with the quasi-periodic potentials of Aubry-André.

Keywords: Graphene Superlattice; Aubry-Harper Model; Electronic Transport
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Capitulo 1

1 Introducao

Nos campos de atuacao da Fisica encontramos a Fisica da Matéria Condensada, que
trata das propriedades fisicas da matéria na fase densa, onde o nimero de elementos cons-
tituintes de um sistema é elevado, podendo ser elétrons ou dtomos, e a forca das interacoes
que podem ocorrer entre eles[1,2]. Dentre esses compostos condensados, podemos citar al-
guns exemplos como sélidos e liquidos, além de alguns superfluidos e supercondutores|3,4].
Dentro da Fisica da Matéria Condensada ocorre ainda a associacao da mecanica quantica
com a fisica estatistica que permitiu o surgimento e desenvolvimento da chamada Fisica
do Estado Sélido, que estuda especialmente os materiais solidos, bem como os sélidos
amorfos e os liquidos[5,6]. Hoje em dia a Fisica da Matéria condensada é o maior campo
da fisica contemporanea e o que possui maior impacto no desenvolvimento tecnologico
com suas intmeras aplicagoes [7,8].

Como um dos principais focos da Fisica do Estado sélido é estudar as propriedades
de um material sélido, os cristais ganharam bastante destaque neste campo [9,10]. Nos
ultimos anos surgiram os materiais denominados como cristalinos bidimensionais e um
dos primeiros materiais classificados nesta nova classe foi o grafeno [11,12]. O grafeno
é um dos alotropos do carbono, composto por uma monocamada de atomos de carbono
que formam uma estrutura cristalina andloga ao favo de mel[13,14,15]. Somente em 2004,
uma equipe liderada por Andre K. Geim e Konstantin S. Novoselov conseguiu produzir o
material utilizando uma técnica simples de clivagem mecanica, extraindo finas camadas
do cristal de grafite, e neste momento foi possivel observar o grafeno experimentalmente
pela primeira vez [16,17]. Com este feito os professores ganharam o Prémio Nobel de 2010
[18].

O grafeno deu origem a um novo paradigma de fisica “relativistica” da matéria conden-
sada por conta das suas propriedades eletronicas incomuns, uma vez que seus portadores

de carga (elétrons e buracos) se comportam como férmions relativisticos sem massa nos



chamados pontos de Dirac, onde as bandas de valéncia e de conducao se tocam, susten-
tando o fato do grafeno ter um gap nulo [19,20,21]. Isso quer dizer que os elétrons no
grafeno podem ser descritos pela equagao de Dirac e que em baixas energias apresentam
o fenomeno relativistico denominado como tunelamento de Klein, que resulta na trans-
missao total dos elétrons em barreira independente de seu tamanho ou largura [22,23,24).
Com a ampla possibilidade de aplicacao do grafeno, os estudos sobre o material conti-
nuam, e nos ultimos anos a atencao tem sido voltada para as super-redes de grafeno.
Nesses sistemas é possivel controlar as propriedades eletronicas do grafeno, possibilitando
o aumento das diversas aplicagoes ja existentes [25]. Existem trés modelos de super-
redes distintas, divididas em: periédicas (ordenado) [26,27], aleatérias (desordenado) [28]
e quasi-periddicas, sendo que as quasi-peridédicas sao classificadas como um sistema in-
termedidrio entre o ordenado e o desordenado[29,30]. Consequentemente, cada um dos
casos apresentados possui propriedades eletronicas distintas. A formacao das super-redes
quasi-periddicas pode seguir férmulas de recorréncia que se configuram como sequéncias
de Fibonacci [31,32], periddica dupla [33], Cantor [34] ou Thue-Morse [35,36,37]. As es-
truturas das super-redes podem ser formadas por potenciais eletrostéticos [38,39], por
barreiras magnéticas [40,41,42], combinacdo de ambos[43] por deformagoes [44] ou por
barreiras na velocidade de Fermi [45].

Além das sequéncias mencionadas anteriormente em que as super-redes se arranjam,
existe mais uma maneira de se obter quasi-periodicidade que é com barreiras seguindo o
modelo de Aubry-André[46,47]. Embora as propriedades eletronicas e de transporte no
grafeno com diferentes tipos de super-redes ja tenham sido bastante estudadas, nao se tém
registros de estudos de uma super-rede de grafeno com barreiras seguindo o modelo de
Aubry-André [48,49]. Esse modelo é utilizado para estudar a dinamica de particulas em
uma dimensao em sistemas quasi-periddicos e vem sendo bastante estudado nas iltimas
décadas, principalmente para auxiliar no entendimento teérico das propriedades de trans-
porte e da localizacao de Anderson em muitos sistemas, demonstrando a diversidade de
transigoes entre fases metdlicas, criticas e isolantes [50]. Contudo, é nosso objetivo estudar

as propriedades de transporte em uma super-rede de grafeno com barreiras seguindo uma



distribuicao dada pelo modelo de Aubry-André, especialmente modulando as larguras
dessas barreiras.

Neste trabalho, consideramos uma super-rede de grafeno com potenciais, seguindo o
modelo de Aubry-André, onde as larguras das barreiras obedecem a quasi-periodicidade
e os elétrons sao descritos pela equacao de Dirac. As barreiras sdo moduladas por um
cosseno que sera o responsavel pela quasi-periodicidade, e wg e v que apresentarao mais
influéncias nas barreiras, e consequentemente, na formacao dos estados metélicos e iso-
lantes. Este trabalho estd estruturado em 5 capitulos: no capitulo 1 temos a introdugao,
o capitulo 2 apresenta as propriedades, a estrutura eletronica e as aplicagoes do grafeno.
Nele, partimos de sua formagao através do carbono, compreendendo-a em estrutura e
propriedades, com o modelo de ligagao-forte (tight — binding). Posteriormente, usamos a
equacao de Dirac para mostrar que em baixas energias a equagao governa os portadores
de carga tratando-as como particulas relativisticas sem massa. O capitulo 3 é voltado
para super-redes, bem como sua formacao e arranjo quasi-periddico seguindo os modelos
de Fibonacci, Thue-Morse, Cantor e Double-Periodic. Descrevemos alguns modelos que
foram importantes para o desenvolvimento do entendimento do transporte eletronico no
material, como no caso do Modelo de Anderson, um pouco do modelo de Bloch, e por
fim o modelo usado neste estudo que é do Aubry-André. Por fim, ainda no capitulo 3,
usando o método de matriz transferéncia, mostramos a equacao do coeficiente de trans-
missao em super-rede de grafeno. No Capitulo 4 seguimos com os resultados acerca da
transmissao em determinadas regioes da super-rede, definindo-as em metalicas e isolantes,
e as influéncias de wy e v para a ocorréncia dessas fases. Finalizando no capitulo 5 com

conclusoes deste trabalho.



Capitulo 2

2 Grafeno: Propriedades, estrutura eletronica e suas

aplicacoes

2.1 Carbono

Carbono é um dos elementos quimicos fundamentais para os organismos naturais[51].
Nao-metdlico e nao-magnético, o carbono pertence ao grupo IV da tabela periddica e é
bastante comum na producao de diversos sélidos cristalinos[52]. Embora muito distribuido
pela natureza, o carbono nao é abundante, pois cerca de 0,025% compoe a crosta terrestre.
Como diferencial, o carbono é o elemento que mais forma compostos do que todos os
outros elementos quimicos combinados[53]. Conforme a figura 2.1', o nimero atomico
do carbono é 6 com 4 elétrons na camada de valéncia. O estado mais estavel (estado
fundamental) dele apresenta a configuracao 1s%, 252, 2p* e o estado excitado apresenta a

configuracao 1s2, 2s!, 2p3.

(2) 4 (b) 4

2p? t Ht H 2p? t Ht Ht
i 2pyt 2pi’ p 2py 2pt'
25" cmf— T ‘ 26 T
15° comp— 4 I 152 T ‘
Cartiono em estade fundamental b Carbono em estadn ativado ’

Figura 2.1: Configuragao eletonica do carbono.a) Estado fundamental e b) excitado do
carbono.

Os elétrons na camada de valéncia estao distribuidos pelos orbitais 2s e 2p sendo eles
os participantes das ligagoes com outros dtomos para formacao de compostos organicos.

Os elétrons dos orbitais 1s sao chamados elétrons de carocgo e estao fortemente ligados

!Disponivel na referéncia [96]



2.2 Grafeno: Propriedades e aplicagoes )

ao nucleo, logo, nao participam das ligacoes quimicas. Para formacao de cristais ha uma
hibridizacao dos orbitais 2s e 2p. Isso significa que um dos dois elétrons do orbital 2s é

excitado para o orbital 2p que no caso seria o 2p.% que nao estd ocupado[54].

2.2 Grafeno: Propriedades e aplicacoes
2.2.1 Grafeno

O grafeno ¢ uma das formas alotrépicas do carbono, formado por monocamadas de
atomos de carbono que se organizam hexagonalmente, logo, podemos inferir que o grafeno
¢ uma das muitas camadas que constituem o grafite [55,56]. O grafeno é um material
de estrutura bidimensional configurado em uma rede hexagonal plana, com atomos de
carbono hibridizados em sp?, isto é, orbital-s e orbital-p sobrepostos. Este fenémeno
ocasiona 3 ligagoes fortes do tipo o e uma ligagao do tipo m mais fraca, sendo a ultima,
responsavel pelas propriedades eletronicas [57].

Desde a década de 1940, o empilhamento ordenado de grafeno vem sendo alvo dos
estudos tedricos e experimentais. Mas somente em 2010, o grafeno, com estrutura sendo
representado pela figura 2.23, redeu um prémio Nobel de Fisica para dois cientistas rus-
sos, Andre Geim e Konstantin Nuvoselov pela produgao, caracterizagao, identificagao e
isolamento do material. Eles utilizaram fita adesiva para remover camadas de grafeno de

cristais de grafite [58,59].

Muitas técnicas surgiram para obter o grafeno. Dentre elas, esfoliacao quimica onde
moléculas eram introduzidas quimicamente entre camadas de grafite que se entremeiam
com as folhas de grafeno. Retirando as moléculas, as folhas de grafeno sobravam, mas
por ser um método dificil de se realizar, as folhas de grafeno acabavam enrolando [60].
Outra técnica era por crescimento epitaxial por Deposicao Quimica na Fase de Vapor
de hidrocarbonetos em metais e a decomposic¢ao de carbonetos em silicio sob tratamento
térmico [61]. E chegamos ao método usado pelos russos de clivagem mecanica. Um pedago

de grafite é esfoliado mecanicamente diversas vezes sobre uma fita adesiva provocando uma

20 orbital 2p é o conjunto de orbitais 2p,, 2p, € 2p,.
3Disponivel em <https://e-fisica.fc.up.pt/fisica, a,p/conteudos/grafeno.htmi;,
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Figura 2.2: Estrutura hexagonal do grafeno em 2 dimensoes.

separacao da ruptura mecanica das camadas vizinhas. Depois, a fita adesiva com grafeno
é fixada sobre um substrato, que normalmente é um substrato de silicio com 6xido de
silicio acrescido termicamente sobre ele [62]. A partir da espessura do déxido, é possivel
observar no microscopio o grafeno no substrato de éxido de silicio quando a fita adesiva

é retirada.

2.2.2 Propriedades

As evidéncias experimentais do grafeno sao recentes embora existam muitos estudos
computacionais. O grafeno é um material que permite passagem de aproximadamente
97,7% da luz visivel, é mais resistente do que uma amostra de aco em que ambos possuam
as mesmas dimensoes e pode ser alongado em cerca de 20% sem sofrer rompimento. J4
em suas propriedades térmicas e elétricas, a conducao de calor e eletricidade do grafeno é
melhor que a do cobre porque os elétrons se encontram deslocalizado [63].

Em estudos sobre a estrutura de bandas do grafeno em baixas energias, notou-se que
estas bandas apresentavam uma dispersao da energia que era linear no vetor de onda, di-
ferente do que era encontrado normalmente nos demais semicondutores. Esta relacao de

dispersao da energia do grafeno indica que para baixas energias, os tipos de excitagoes en-
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contradas sao idénticos para férmions de Dirac encontrados na Eletrodinamica Quantica,
com diferenca apenas na velocidade das quasiparticulas, onde no grafeno é igual a veloci-
dade de Fermi, ou seja, vy = 555 com c sendo a velocidade da luz [64].

A propriedade 6ptica do grafeno de maior notoriedade é da absorcao de luz. Estudos

apontam que essa absorcao é proporcional a quantidade de camadas do material, o que

se evidencia no uso do grafeno em aplicagoes optoeletronicas [65].

2.2.3 Aplicagoes

De um material praticamente impossivel de existir a um material altamente aplicavel,
o grafeno se tornou, para a ciéncia, como um dos mais promissores nanomateriais por
causa das suas propriedades térmicas, épticas e elétricas [66]. A condugao do grafeno
é tao boa quanto de um metal, e essa condutividade pode ser controlada como acontece
com semicondutores[67]. As aplicagoes e possiveis aplica¢oes do grafeno surgem e avangam
surpreendentemente. Por exemplo, na Industria Energética, o grafeno pode ser aplicado
em células solares, pois o material tem boa condutividade, é flexivel e leve, trés proprie-
dades unidas que facilitam a aplicacao das células em qualquer superficie. Na Medicina,
pode ser usado no transporte de medicamentos quimioterapicos para tumores de pacientes
com cancer. Observou-se que com grafeno, os medicamentos transportados conseguiam
atingir melhor as células cancerigenas e diminuir a toxicidade nas células saudéveis [68].
Na Construgao Civil, a aplicacao do grafeno se dd no concreto, aumentando a sua re-
sisténcia e impermeabilidade [69]. Na drea de Eletronicos, o grafeno pode ser utilizado
em revestimentos para melhoramento das telas de toque em smartphones e tablets; em
transistores, reduzindo e melhorando a utilizagao em circuitos e em baterias, aumentando

drasticamente a vida 1til ao torna-las leves, flexiveis e eficientes [70].

2.3 Hibridizacao e as ligacoes quimicas
2.3.1 Hibridizacao

A hibridizacdo acontece porque dois ou mais orbitais atomicos se sobrepoem. Para

molécula de Hy por exemplo, essa sobreposicao tem inicio com a atracao mutua entre
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os elétrons e os nicleos dos atomos, causando uma distorcao da nuvem eletronica e da
energia potencial, atingindo um valor minimo. Desta forma os dois elétrons da molécula
se emparelham, um up e um down, e formam uma ligacao. Um orbital hibridizado pode
ser criado através da sobreposi¢ao (no caso, uma combinagcao linear) de orbitais s , p e d,
sendo que para o carbono ela acontece para s e p. Em outras palavras, podemos associar
que essa sobreposicao dos orbitais é como uma combinacao linear das fungoes de ondas
associadas aos elétrons que estao quase no mesmo nivel de energia, o que é semelhante aos
orbitais que os elétrons ocupam. A hibridizagao dos dtomos de carbono levam a diferentes
tipos de materiais com densidade, condutividade elétrica, especificas[71,72].

Na figura 2.3* temos algumas formas alotrépicas do carbono como o diamante, grafite
e o nanotubos de carbono. A formacgao dos al6tropos do carbono se dé através das

hibridizagoes do tipo sp, sp* e sp® [73,74):

Figura 2.3: Alétropos do Carbono.a)Diamante; b)Grafite; ¢) Lonsdaleita; d)Cgo; €)Csao;
f)Cr0; g)Carbono Amorfo; h)Nanotubo de Carbono.

e Na hibridizacao sp temos a combinacao linear de um orbital 2s com um orbital 2p,
gerando assim dois orbitais hibridos sp com um angulo de 180° entre eles, ou seja,

é linear. As ligagGes entre os atomos de carbono sao duas ¢ e duas 7 totalizando

4Disponivel em < https://pt.wikipedia.org/wiki/Al%C3%B3tropos_do_carbono>
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quatro ligagoes. Os outros dois orbitais 2p que nao participam da hibridizacao se
encontram perpendicular aos orbitais sp. Podemos representar matematicamente

os orbitais hibridizados da seguinte maneira:

25pa) = —=(125) + |29
1

5(125) = 12pa)) (2.1)

|2spp) =

Ql

e Na hibridizacao sp? temos a combinacao linear de um orbital 2s com dois orbitais
2p, formando trés orbitais hibridos sp* com um angulo de 120° entre eles. Assim, um
triangulo equildtero é gerado onde todos os orbitais hibridizados se encontram no
mesmo plano (x,y). As ligacoes que ocorrem entre dois 4tomos de carbono no sp? é
uma ligacao dupla, uma do tipo ¢ e uma do tipo 7, e duas ligacoes 0. Representando

matematicamente os orbitais hibridizados, temos:

|28p02> — L <|2$> . ‘2px> . \/§|2py>> (2.2)

e Por 1ltimo, a hibridizacao sp® acontece com a combinacao linear de um orbital 2s
com trés orbitais 2p formando assim quatro orbitais hibridizados com um angulo
de 109,479 entre eles. Os orbitais ja se formam em trés dimensoes (X, y, z) e tem
como uma figura um tetraedro. As quatro ligagoes que acontecem entre os atomos
de carbono no sp* é somente do tipo 0. Matematicamente, os orbitais podem ser

escritos como:
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259) = 5(125) +[20:) + 129, +120-))
2593) = 3(125) +[202) — 120, — 292))
2592) = 5(125) — [202) + |20,) — [2p.)
|25pq) = %(\23) = |2p2) = 12py) — |2p2)) (2.3)

A figura 2.4° apresenta os diagramas das trés hibridizacoes possiveis para o carbono e
como cada orbital se acomoda nos eixos de um plano cartesiano, podendo assim, ter uma

melhor nocao de como este fenomeno pode ser representado além da matematizacao.

Ground state Carbon hybridization Excited state
A . . D scheme ;5_‘___
> 2p, 2p, >| 2p, 2p, 2p,
2 promotion = ’
5 Hi > &t ]

2s 2s

1s 1s

sp hybridization sp’ hybridization sp’ hybridization

M

29,2})_ 5_29. . . ? --__..

2s 2p, & 2s 2p, 2p, 2s 2p, 2p, 2p,

Energy

-. . ..

1s
linear trigonal planar tetrahedral
: :180" ﬂ 109.5°

sp? com os orbitais representados em

Figura 2.4: Diagramas das hibridizacoes sp, sp?,
cada um dos eixos cartesianos. Modificado de [76].

®Disponivel na referéncia [76].
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2.3.2 Ligacgoes Quimicas

Existem trés categorias de ligacoes estudadas em quimica organica sendo elas a metalica,
ionica e covalente. Para nossos estudos apenas é necessaria a ligacao do tipo covalente. A
ligagao covalente é quando os dtomos compartilham pares de elétrons, de modo a alcangar
oito elétrons na camada de valéncia seguindo a regra do octeto. No caso do carbono onde
possui quatro elétrons na camada de valéncia, ele deve realizar quatro ligagoes covalentes
[71].

Como ja foi mencionado, em todas as hibridizacoes do carbono temos exatamente
quatro ligacoes acontecendo. No sp e sp? sao as tinicas hibridizacoes que podem acontecer
as ligagdes do tipo 7. Isso é motivado porque temos sempre algum orbital 2p (chamado
orbital puro) que nao foi hibridizado como no sp que tém dois orbitais 2p nao hibridizados
e no sp? com um orbital 2p nao hibridizado [73].

As ligagoes o sao sempre mais fortes do que as ligagoes 7, e o que diferem as duas é
exatamente como elas acontecem. As ligacOes m ocorrem entre os orbitais 2p com uma
sobreposicao lateral entre eles, conforme a figura 2.5°. J4 a ligacdo o ocorre com uma
sobreposicao frontal(figura 2.6) entre os orbitais fazendo assim ela ser uma ligacdo mais

forte [75,77].

A 7 bond

l A o bond

Figura 2.5: Ligacao m e o esquematizadas.

SDisponivel em: <https://socratic.org/questions/when-hybrid-orbitals-overlap-what-type-of-bonds-
form407545>
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2.4 Estrutura Favo de Mel do grafeno

O grafite é formado por pilhas de camadas de grafeno que sao mantidas através das
forgas de atragdo Van der Walls [78]. O termo Grafeno é a combinagdo do termo “gra-
fite”com o sufixo “eno”, que foi denominado pelo quimico alemao Hanns Peter Boehm.
Mas somente em 2004 ele foi sintetizado por dois professores russos da Universidade de
Manchester, Andre Geim e Konstantin Novoselov, que conseguiram isolar a monocamada
de atomos de carbono e estudar suas propriedades fisicas. Estes atomos de carbono for-

mam uma estrutura hexagonal de duas sub-redes triangulares A e B[79,80,81].

Figura 2.6: Em azul sao atomos de carbono da sub-rede A e em vermelho sao atomos de
carbono da sub-rede B. Os vetores @; e @, sdo da rede direta.

Y

g’

o

Na figura 2.67 temos pontos de cor azul e pontos de cor vermelha que determinam,
respectivamente, dtomos de carbono da sub-rede triangular A e atomos de carbono da
sub-rede triangular B. Para auxiliar os estudos dos proximos tépicos, descreveremos a
rede de grafeno em uma rede de Bravais e uma rede reciproca, ambas bidimensionais.
Primeiramente, descrevendo como rede de Bravais, necessitamos de dois vetores primi-
tivos d; e dy, e uma base de atomos de carbono, formando assim, uma ligacdo de um
atomo da sub-rede A com um de seus primeiros vizinhos da sub-rede B. Dessa forma,

representaremos estes vetores como:

"Disponivel na fonte [82]
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@ = V3ai = (V/3a,0),

1 3 3a 3

que estao em coordenadas cartesianas conforme a figura 2.8. O parametro de rede é a
= 1,42A e determina a distancia entre os atomos de carbono na rede hexagonal. A rede
favo de mel tem um hexdgono de lado @ em que 1/3 de dtomos de carbono estao presentes
em cada um de seus 6 vértices, cujo pode ser deslocado em relagao ao seu centro por
translagoes do tipo R = n1@; + neds, com ny e ng = 0,1,2,3... [82].

Conforme ja mencionado, a estrutura cristalina do grafeno se forma através da hibri-
dizagao sp? do carbono, com dois orbitais do tipo 2p, 2p, e 2p, por exemplo, fazendo uma
combinacao linear com um orbital 2s gerando trés orbitais hibridizados sp? em um plano
cartesiano (z,y) e um angulo de 1202 entre eles. O orbital 2p, é chamado orbital puro,
nao hibridiza com nenhum outro orbital e é perpendicular ao plano cartesiano conforme
a figura 2.78%. As funcoes dos orbitais da equacao 2.2 sao ortogonais entre si no espaco
de Hilbert e no espaco real formam um angulo de 120°. Esses orbitais de um dtomo de
carbono, realizam trés ligacoes fortes do tipo o com outros atomos de carbonos vizinhos,
onde estas ligagoes tém carater direcional com dois elétrons de spins contrarios, um de
cada atomo, sao compartilhados pelos atomos de carbono e ficam fortemente localizados
no plano e na regiao do ponto médio da reta que une os dois atomos vizinhos. Dessa forma,
a estrutura cristalina formada por estas ligacoes entre os carbonos forma a estrutura favo
de mel [83,84].

As ligagoes 7, em uma primeira aproximacao, sao responsaveis pelos fenémenos de
transporte de carga e spin. Isso se dd porque em uma estrutura contendo varios atomos
de carbono, seus orbitais 2p, se sobrepoem (hibridizam) e formam uma nuvem eletronica,
que nada mais é do que varios orbitais 2p, hibridizados, ou seja, varias ligacoes 7. Essa
nuvem eletronica é conhecida como bandas de energia 7 (denominada menor energia ou

banda de valéncia) e 7* (denominada maior energia ou banda de condugao). Os elétrons

8Disponivel na referéncia [82]
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Orbital 2p,

<Y

Figura 2.7: Orbitais hibridizados sp® no plano cartesiano (x,y) e orbital 2p, perpendicular
ao plano. Modificado de [82].
em 7w e 7 estao fracamente ligados ao atomo de carbono e se encontram muito mais
proximo da superficie de Fermi que os elétrons em o¢[85,86].

Na figura 2.8° temos uma representacio da rede reciproca com seus respectivos vetores.
Para descrever a rede reciproca, utilizaremos os vetores da rede direta (de Bravais) para

determinar os vetores da rede reciproca da seguinte maneira:

a - (ag 5) 3a 27 2
- 27(2' % a3 4
by = = —1(0.1 2.5
2 Eil (_)ng) 3(1(7)’ ( )

no qual Z é unitdrio perpendicular ao plano (z,y) da rede direta onde estd contido a

monocamada de grafeno[84].

Disponivel na referéncia [82].
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ky A

41

4 (V3 1
3a\ 2’ 2

Figura 2.8: Vetores da rede reciproca na estrutura hexagonal.

2.5 Modelo de ligagao forte para os primeiros vizinhos

O modelo de ligagao forte (tight —binding) foi usada por P.R. Wallace, em 1947, como
parte de uma solucao das bandas de energia de grafite que sao camadas de grafeno empi-
lThadas[78,87]. As fungoes de ondas que descrevem a propagagao dos elétrons em um cristal
determinam fungoes de ondas cuja solugoes sdo bem definidas em sitios da rede(orbitais
atomicos) e outras solugoes espalhadas pelo cristal. Assim a aproximagao tight — binding
considera os elétrons mais préximos de seus nicleos atomicos que estao fortemente liga-
dos a estes elétrons. Os orbitais atomicos dos elétrons em questao, os descrevem com
niveis de energia discretos. Devido ao arranjo atomico da estrutura cristalina, os orbitais
atomicos se superpoem (principalmente entre os primeiros e segundos vizinhos) fazendo
com que eles possam servir de base para montar o hamiltoniano responséavel por descrever
o transporte (e interagoes eletronicas) de um atomo a outro em uma rede. Com a super-
posicao ocasionada, os niveis de energia vao se unindo de tal maneira continua, criando
as bandas de energia[88,89]. Conhecendo a estrutura do grafeno, tanto no espago real
quanto no reciproco, usaremos o tight — binding nos elétrons dos orbitais 2p, do material.

O hamiltoniano que descreve o modelo de ligagao forte considerando a probabilidade do
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salto (hopping) do elétron entre os primeiros e segundos vizinhos é dado por[90,91]:

I‘:, = —t Z(ajgbjo + b;[gaig) - t/ Z (agaajg + b;rabjg + a}an + b;f»obio), (26)
(ij)o {(ig))o

com a expressao 2.6 em termos de operadores criacao e aniquilacao de elétrons formulados
em segunda quantizacido. Assim a;, e (a'y,) é um operador fermionico que aniquila e cria,
respectivamente, elétrons de spin verdadeiro ¢ =7, ] no i-nésimo atomo da sub-rede A,
analogamente l;jo e ETjU é um operador fermionico que aniquila e cria, respectivamente,
elétrons na sub-rede B. A soma sobre primeiros e segundos vizinhos é denotado por (ij) e
((ij)) respectivamente. O valor de t é de 2,8 eV e corresponde ao parametro de hopping
(salto) entre os primeiros vizinhos, sendo maior, em aproximadamente uma ordem de
magnitude que t’ cujo valor é menor que 0,2 eV e corresponde ao hopping entre os se-
gundos vizinhos. Desprezando o termo ¢’ do hamiltoniano, simplificamos e temos uma
boa aproximacao do modelo, entretanto, é importante salientar que ao considerar t’ as
bandas de energia no grafeno apresentam um pequeno gap préoximo aos pontos de Dirac.
Para entender o arranjo atomico das sub-redes do grafeno, observamos a figura 2.9'°, com
atomos de cor azul sdo correspondentes a sub-rede A e da cor vermelha sao correspon-
dentes a sub-rede B. Se definirmos que o a4tomo de carbono central, que é da sub-rede A,
estd na posicao Ay ele tem como primeiros vizinhos 3 atomos de carbono da sub-rede B
nas posicoes Bii, Bis e Biz. Como segundos vizinhos deste mesmo atomo central serao
atomos da sub-rede A, que totalizam 6 e estao nas posigoes Aoy, Agg, Aos, Aoy, Aos e Agg e
assim seria para toda rede de grafeno. Se analisarmos da mesma forma para um atomo da
sub-rede B e o definindo como central, teremos o mesmo cenario mudando apenas o fato
de que os primeiros vizinhos deste atomo seriam 3 da sub-rede A e os segundos vizinhos
seriam os atomos da sub-rede B [84,90,92].

Para diagonalizar o hamiltoniano, escreveremos os operadores em termos de compo-

nentes de Fourier, com a transformacao discreta de Fourier

10Disponivel na referéncia [82].
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@ Sub-rede A

@ Sub-rede B

R 1 k.7
Qi = —= » ap e 2.7
/N Z ko ( )
1 .
at, = — Z aly e T (2.8)
bjo = by e* T 2.9
J \/N Z/ o ( )

A~ 1 o
bT]’U = \/_N Z bT,;,Ue_Zk 77, (210)

O vetor k é o chamado vetor de onda do espaco reciproco e corresponde a k; e ky.
N equivale ao numero total de atomos das sub-redes A e B. Substituindo os operadores,

criacao e aniquilacao em termos da transformada de Fourier obtém-se:

2 1 ik il L —ik! 7 ik
H:—tz NZaTﬁobkﬁae kT gk 7 —i—Nthlaagge Mgtk | (2.11)

(ij)o kK kK
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Reescrevendo a expressao acima em termos das distancias entres os sitios atomicos, temos
que 7; = 7;n = 7; + 0y, com 0, é o vetor relativo entre um dtomo que esta na posicao 7;

e seus primeiros vizinhos, assim:

H= —tz Zaka Po N Ze‘z Ze’k oy ZbT, ag,e iR iR (2.12)
kR

kK

—

O termo + Z FeF=F) T ¢ 0 0z, com k = k' o delta equivale a 1 caso contrario ele é

nulo. Destarte,

n=3 n=3
H = Z <a£ob,—50(—t) Z eik-on b}ggaﬁa(_t) Z e_ik“s") . (2.13)

ko n=1 n=1

O termo —t Y '~ eF-0n ¢ o fator de estrutura da rede g(/;) que nos fornece informagoes

sobre o espalhamento do material em relagao a uma onda incidente (radiagao), ou seja, as

informagcoes sobre a estrutura da rede que estd sendo tratada, logo g(k) = —t oz i’e”;
e g*(E) = —ty '~ ‘z’e_”“ 30O vetor 4, representa os primeiros vizinhos da sub-rede A ou

B sendo definidos conforme a figura 2.10".
Conforme observado na figura 2.10 o vetor d,, com n = 1, 2 e 3 conecta um atomo da
sub-rede A aos atomos da sub-rede B. Matematicamente, esses vetores em coordenadas

cartesianas no espaco direto na rede do grafeno sao:

0 = ay (2.14)
8y = acos 30°% — asin 30°) = g <\/§i" - g)) (2.15)
03 = —acos 30°% — asin 30°j = —g (\/gi’ + g)) (2.16)

Retornando ao hamiltoniano, vamos escrever a equacao 2.13 em termos dos fatores de

estrutura da rede:

"Disponivel na referéncia [82].
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YI\

N

Figura 2.10: Representagao dos 3 primeiros vizinhos da sub-rede A: 51, 52 e 53.

=Y (g(k)al by, +g" (k)b ag,) (2.17)

ko

dessa forma, os valores de 9,, com n = 1, 2 e 3 temos o fator de estrutura com:

n=3
g(E) _ _tz eik.gn - <eik-§1 + eik-52 4 eik'53> , (218)
n=1

fazendo k = k.* + k,y na equagao acima e realizando primeiro o produto escalar de k

com cada vetor d,, n = 1, 2 e 3, temos:

k-6 = (ko + kyy) - (ay) = kya (2.19)
ko oy = (ot + kyg) (ﬁair 2y = V3o - 2k, (2.20)
2 2 2 2
K0y = (kod + k) (—\/;a:z - gg) - —?akw - gky. (2.21)

Substituindo as equacdes acima em g(k) obtém-se:
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g(];) _ _t(eik’ya + 67:@(1]61 . e—i%ky + e_i 5> aky e_i%ky)' (222)

Para simplificar, podemos substituir duas exponenciais por um cosseno através da
~ V3 V3 .. ~
relacao Cos(%gakx) = %(ez 2 @k 4 =5 aks) multiplicando ambos os lados da equacio por

3

2 chegamos em 2cos(%5°ak, ), substituindo na equagao 2.17 e colocando em evidéncia etkva

g(k) = —te"™*[1 + 26_igakycos(§akx)]. (2.23)

O conjugado de g(E) 0 g*(E) ¢ encontrado de forma analoga,

g (k) = —te~"*v[1 + Qeig“kycos(gakx)]. (2.24)

Portanto, estas fungoes sao as interagoes que acontecem entre os primeiros vizinhos nos
espacos reciprocos k, e k,. Agora representaremos e estudaremos as propriedades da rede

hexagonal do grafeno na primeira zona de Brillouin, ilustrada na figura 2.11'2, que fica

no espago reciproco k.

A
e | 5
~ T | s
.................... : I :- ”
.................... et
F . R o
1
]
Primeira
Zona de —> kx
» Brillouin
-
- i
...................... I
L. (ORI L S A
Pl N e T SR W
e ll o
Vg
I W
]

Figura 2.11: Primeira zona de Brillouin na rede hexagonal no espaco reciproco do grafeno.

12Disponivel na referéncia [82.]
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Como pode-se observar na figura acima, a primeira zona de Brillouin também é uma
rede hexagonal que nao apresenta uma origem na rede direta e reciproca, sendo obtida
através do desenho das retas em vermelho, que sao bisseccionadas pelas retas de cor
azul[89,90,93,63,84]. Préximo aos vértices da primeira zona (pontos em azul), temos os
chamados cones de Dirac (conforme a figura 2.12'?), onde a dispersao da energia é linear,
provocando um comportamento dos elétrons andlogos aos de particulas relativisticas sem
massa. Isso explica porque estes elétrons, em baixas energias, podem ser descritos pela

equagao de Dirac, como constataremos no préximo tépico de bandas de energia [94,95].

Figura 2.12: Bandas de energia do grafeno com ampliacao em um dos pontos de Dirac.
Modificado da referéncia [96].

Como podemos observar na figura 2.12 e na figura 2.13'#, na primeira zona de Brillouin

temos dois pontos K e K’ que sdo chamados pontos de Dirac, com valores de |K| = 33‘/%
e |K'|=— Sf/%a. Sao nestes pontos em que a banda de condugao e a banda de valéncia se

tocam formando os cones de Dirac. Devido a alta simetria de rede fornecida pela primeira
zona de Brillouin é possivel demonstrar as bandas de energia para a rede hexagonal do

grafeno e é exatamente o que vai ser tratado no préximo tépico [96,97].

13Disponivel na referéncia [96]
4Disponivel na referéncia [82]
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(-575)

N

Figura 2.13: Primeira Zona de Brillouin mostrando os pontos de Dirac ke k no espaco
reciproco.

2.6 Bandas de Energia no Grafeno

Diagonalizando o hamiltoniano do espago reciproco k, vamos obter as bandas de ener-
gia do grafeno resolvendo o problema de auto-valores para o grafeno isolado [63]. Para
isso, iremos usar a representacao dos pseudo-spinores de Nambu, onde é possivel escrever

os operadores em forma de matrizes, no caso duas matrizes [98].

~ - w7 ag, N
1= "(g(R)al. by, + g" (Kbl az,) = Hy - @U bjza) (2.25)
o fo \ Dio
aﬂ
com os pseudo-spinores ¢; = S w;ﬁ = <a£a b%g), o hamiltoniano é expresso
by
como:
H=> oL Hyp,. (2.26)
ko
O hamiltoniano do grafeno Hy expresso em forma de matriz é
. 0 k
= 9k (2.27)
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Para determinar as auto-enegias do hamiltoniano Hy dado pela matriz anterior, po-

demos introduzir uma matriz identidade I, de tal modo que

e 0
I = , (2.28)
0 €
onde
€ k
~ gl =0 (2.29)
g (k) e
de modo que
det(Hy — 1.) = 0 (2.30)
logo temos os seguintes auto-valores
(k) = g(k)|” (2.31)

Como sabemos os valores de g(k) obtemos para e(k)

es (k) = :I:t\/l + 4005(?@1@) COS(gCka) + 4COSQ(§CL1{?$> (2.32)

Na equacao 2.32 obtemos duas funcoes que definem as bandas de energia do grafeno
(conducdo e valéncia), com e (k) banda de maior energia e e_ (k) banda de menor energia.
Também sao denominadas bandas 7* e m, respectivamente, possuindo um espectro de
energia simétrico, ou seja, possui simetria particula-buraco. O nivel de Fermi do grafeno
é neutro, pois o potencial quimico dele p(7 = 0) = Er em T = 0 passa por zero. Quando
acontece excitacao do sistema, os elétrons tendem a deixar a banda de valéncia e ocupar
a banda de condugao, cujo estados na banda de condugao, é bem préximo dos estados
definidos pelos pontos K e K’ [99,100].

-,

Primeiramente convém analisar as fungoes g(k) exatamente nos pontos de Dirac, para

—
~

isso, retornamos para a figura 2.14. Relacionando as componentes do vetor k= k;:i: +kyy
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com o ponto de Dirac l?, como sendo (k;, k,) = <34ﬁ, 0), temos para a equagao 2.23:

V3 4w

g(k) = —te°[1 4 2¢72% cos(~=a

2 3v3a
g(F) = —t[1 + zcos%”)] N

)=

g(k) =0 (2.33)

Analisando agora a func¢ao g(E) em torno dos pontos de Dirac e por onde passa o nivel
de Fermi(onde é possivel ver que as bandas de energia se tocam e nao existe gap). Para
analisar tal situacao, podemos expandir g(k) em torno de K (K') fazendo k = {+ K com

como sendo um vetor relativo.

dg(k)

0g(k) ,
Ok, ¥

Ok,

9(q+ K)~ g(E) +q- Vig(k)|r=x = Q(E) + G i+ ay (2.34)

-

O termo g(k) nos pontos de Dirac é zero, conforme ja determinado na equagao 2.33.
Para os outros dois termos restantes usaremos novamente o fator de estrutura da rede

equacao 2.23, assim temos,

aaglif) |E — ¢ <2€_igky . <— sin (?akw>> . ?CL) (235)

3

dg(k)

Para o segundo termo, realizando os mesmos passos chega a o
Yy

|z = —idat. Agora
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substituindo na equagao 2.34,

o 3 3
97+ K) = Fatlgs + q,] = Fat|q]. (2.37)

A constante %at é a velocidade de Fermi vp. O termo a corresponde ao parametro de
rede do grafeno, a = 1.42 x 107 m, ¢ é o termo de hopping t = 2,8eV e logo a velocidade
de Fermi é aproximadamente 1.0 x 10° m/s. Essa velocidade corresponde & 1/300 da
velocidade da luz no vacuo, sendo assim, os elétrons sé serao tratados como relativisticos
apenas porque temos a teoria dos elétrons de Dirac. A constante %at tem a unidade da

constante de Planck vezes a velocidade de Fermi, logo podemos definir que,

9(G+ K)| = hveldl, (2.38)

assim, como a energia ao quadrado ¢é correspondente ao quadrado do fator de estrutura
da rede podemos concluir que a energia para os pontos mais proximos ao ponto de Dirac

—

K é

¢ = +hop|ql. (2.39)

Fazendo um paralelo com a dispersao de energia das particulas relativisticas E? =

2 com my = 0 e substituindo a velocidade da luz pela velocidade de Fermi,

(cp + moc?)
é possivel observar semelhancas com a equacao 2.39. Desta forma, confirma o que ja foi
falado sobre os elétrons se comportarem como particulas relativisticas, especialmente como
sendo férmions de Dirac sem massa [97,101]. E possivel atribuir uma pseudo-helicidade
aos portadores de carga no grafeno. Este é um movimento dado pela projecao do pseudo-
spin na direcao do movimento dos portadores de carga, sendo negativa para os buracos
e positiva para os elétrons [84]. Esta dispersao linear para e energia préxima ao ponto
de Dirac ¢ responsavel por um grande movimento de elétrons, mesmo que a densidade

eletronica de portadores seja baixa préximo ao nivel de Fermi. A figura 2.14 apresenta

a banda de valéncia e a banda de conducao. A banda de valéncia se encontra abaixo do

5Disponfvel na referéncia [92].
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nivel de Fermi e completamente preenchida e a banda de condugao se encontra acima do
nivel de Fermi é totalmente desocupada. Podemos ainda constatar que pela proximidade,

apresentam um gap nulo [102,103].

_.——/V e ——

e

Figura 2.14: Bandas de energia de valéncia (inferior) e conducao (superior) da monoca-
mada de grafeno na primeira zona de Brillouin. Entre as duas bandas temos a superficie

de Fermi.

Ky (u.a.)

Figura 2.15: Banda de Conducao em 2D na primeira zona de Brillouin
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Ky (u.a.)

Kx (u.a.)

Figura 2.16: Banda de Valéncia em 2D na primeira zona de Brillouin.

Nas figuras 2.15'¢ e 2.16'7 de uma vista superior, a banda de valéncia e de conducao
apresentam no centro um ponto. Na banda de valéncia temos um ponto azul escuro
que mostra uma ocupacao completa de elétrons e corresponde ao mais baixo nivel de
energia. Na de conducao temos um ponto mais escuro se aproximando da cor preta que
corresponde ao ponto de energia maximo totalmente desocupado de elétrons. A fungao
g(E) ¢ nula nos pontos K e K’ e também serd nula nos outros quatro vértices do hexagono
na primeira zona de Brillouin. Como ja foi mencionado, a formacao dos cones duplos de
Dirac nas proximidades desses pontos de Dirac, nos dao as duas possiveis solucoes da
energia. Entretanto, temos apenas 1/3 de cada duplo cone de Dirac dentro da primeira
zona de Brillouin, e isso nos déd, em uma conta simples, que apenas 6 x 1/3 = 2 cones
duplos estao na primeira zona de Brillouin, sao inequivalentes sendo formados nos pontos
K e K' [79, 104, 105).

Para mostrar que o hamiltoniano do grafeno descreve um férmion de Dirac sem massa

devemos considerar as matrizes de Pauli ¢ = (0, 0,,0,) sendo que:

6Disponivel na referéncia [82]
"Disponivel na referéncia [82]
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Op = , Oy = , 0, = . (2.40)

Substituindo o Hy no hamiltoniano de ligacao forte da equacao 2.26, com os valores

de g(/Z) sendo igual & energia para os pontos de Dirac (equagao 2.39) temos:

~ 0 Qe — Zq
H = hUF Z 1/11;0 ! wqoa (241)
0o + iqy 0

usando as matrizes de Pauli podemos reescrever o hamiltoniano como,

o= huFZw (7 - Q) (2.42)

onde o ¢ = (0,,0,) € (¢-q) = 0,¢, + 0yqy. Se usarmos uma propriedade da funcao delta
de Kronecker que nos diz: Zq FGy =323y FiGydyy. Sendo assim, Fy = Vi, Gy =

Vgo € Ogq = 7 Z e~Ua=a)T Portanto

H = hop— ZZ;@ G- Q)gpoe AT (2.43)

i aq’c
Fazendo o somatério em j ao limite do continuo com ¢, = 37 ¥g,€ 1"/, € (7 - q) =
0-\/, pois q = —iy/ sendo que Y/ opera sobre as variaveis do espaco real. Entao a equacao

2.43 se torna:

i =—itoe Y, [ Prole)G 9 (2.44)

Apés o limite do continuo ser tomado d?r é a integracao das varidveis espaciais dxdy.
Também ¢é evidente na equagao 2.44, que ihs/ é o operador momentum p. A forma da
equacao 2.44 é igual ao de um valor médio de um operador x com ¥ sendo uma func¢ao

de onda classica, assim
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(ol Rt = / Prh ()30 (r), (2.45)

substituindo o operador momentum na equacao 2.44 e comparando as equacoes 2.45 e

2.44, concluimos que H é o hamiltoniano de Dirac com uma funcao v, desta forma

(Wl FTi6) = —ihwp 3 / it (n)(F - 7)en(r), (2.46)

com o hamiltoniano de Dirac sendo

H = —itwp(G- ) = vr(3 - p). (2.47)

Este é o hamiltoniano de Dirac em duas dimensoes espaciais para uma particula rela-

tivistica sem massa [63,84, 106].



Capitulo 3

3 Super-redes de Grafeno

3.1 Super-redes

Uma super-rede é definida como a justaposicao de duas ou mais camadas de semi-
condutores que podem formar multiplos pocos separados por barreiras. Em um cristal a
separacao entre os pocos é causada pela distancia interatomica da rede cristalina, ja nas
super-redes é a espessura das camadas[107]. Ao ter uma estrutura periddica dos poten-
ciais no grafeno,por exemplo, e que esses potenciais podem ser gerados de maneira ele-
troestatica, magnéticas ou combinagoes de ambas, leva a formacao de estados eletronicos
estendidos, conhecidos como minibandas, e onde o estado eletronico é proibido conhecido
como minigaps [108,109].

A classificacao dessas barreiras pode ser periddicas, quasi-periddicas e aleatorias. O
caso periodico é quando as barreiras tém tamanho e largura bem definidos, bem como suas
localizagoes. O caso aleatério é quando as barreiras tém tamanhos e larguras diferentes
no decorrer da estrutura, fazendo jus ao nome aleatério. Por fim, o quasi-peridédico se
encontra no limite entre o periddico e o aleatorio, cujos potenciais, podem ser formados
seguindo algumas sequéncias de substituicao para serem gerados. Temos, por exemplo,
a sequéncia Fibonacci(Figura 3.1'®), Thue-Morse(Figura 3.2'9), Cantor(Figura 3.3%%:) e
Double periodic(Figura 3.42!)[107,108].

Na sequéncia de Fibonnaci, a formacao das barreiras se da pela relacao de recorréncia
Sp = S,_1 S,_9 paran > 2, iniciando com Sy = B e S; = A. O n corresponde a geracao
de Fibonnaci. Assim quando for primeira geracao S; = A, segunda geragao Sy = AB,

terceira geragao S3 = ABA, quarta geragao Sy = ABAAB, etc[110,111].

8Disponivel na referéncia [111]
9Disponivel na Referéncia [112]
20Disponivel na referéncia [113]
21 Adaptado de [110]
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dy d,
=2 K& 2 K&
(a) o
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0 X

Figura 3.1: Super-rede de grafeno na sequéncia de Fibonacci. Em a) segue na terceira

geracao de Fibonacci. b) Disposi¢ao dos potenciais.

Prosseguindo, com a sequéncia de Thue-Morse a formacao das barreiras em uma super-
rede também é usada relagoes de recorréncia, porém, neste caso sao duas: S, = S, 1 S, ;
e St = St S,.iparan > 1com Sy =Ae Sy = B. Assim quandon =1 S; = A,

quandon =2 Sy = ABBA, n =3 S3 = ABBABAAB, etc[110,112].

X ABEBABAAEBAABATEBTEA
4-th TM sequence of GSL sheet
®)  v(x)y
V»\
VS
o X

Figura 3.2: Super-rede de grafeno na sequéncia de Thue-Morse em S;. Em a) segue na

quarta sequéncia Thue-Morse. b) Disposi¢ao dos potenciais.
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Pela sequéncia de Cantor também temos algo semelhante com uma relagao de re-
corréncia S, = S,_1B,S,_1, sendo a condicao inicial S = A e S = AB1A, Bi=B
para o primeiro estigio e estdgios consecutivos regidos por dB, = 3""! dB;. Assim
a geracao de Cantor para n=0, n=1 e n=2 respectivamente sao: Syp=A, S;=ABA,

Sy=ABABBBABA, etc[110,113].

”” -=-

H mmE .
G
(e} V(x) 1
A BABERBAB A 5

Figura 3.3: Super-rede de grafeno na sequéncia de Cantor. Em a) e b) sdo as geragoes.

c¢)Disposigao dos potenciais em Ss.

Por fim, temos a sequéncia Double-periodic, onde sua relacao de recorréncia é similar
ao Thue-Morse, entretanto, a diferenga ocorre na segunda relagao de recorréncia: .S, =
Sp1SH eSSt =8,15, 1comSy=AeSf =B Paran=185 =AB,n=28, =
ABAA, n=3 S3 = ABAAABAB, etc[110].
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Figura 3.4: Em a) disposicao dos potenciais em S3 e em b) geragao de S; até Ss.

3.2 Modelo de Anderson

Os auto-estados em uma rede cristalina perfeita (como um sélido cristalino) sao es-
tendidos, ou seja, apresentam as mesmas caracteristicas em qualquer ponto da rede. Isso
é equivalente a funcao de onda conseguir se espalhar por todo o cristal, e a probabilidade
de encontrar o elétron de condugao é a mesma em toda a rede. Entretanto, encontrar um
solido perfeito é pouco provavel. Mesmo naturais ou até artificiais, sempre apresentarao
algum defeito que podem causar alteragoes na conducao. Geralmente esses defeitos sao
conhecidos como desordem, caracterizados por irregularidades na rede e/ou impurezas da

base (ver figura 3.5%2)[114].

! IR TTH TRRY TRUSTRRN SRR SRR TR LS SO S R O B R R .. e Sl - »
L L I L B ] - LR TS CaReE TERY RN SRR TN R ] . St | e == a iondarede
[ JRER U TR P PR o A e - g Ew I R [ s -

- ] L EUN RN TSRSESPRR TR L IR B = L REN TR TN B ] o..@.a . T RN R R ion estranhc
- » - - - - - - - - - (-] - a - ] - - - - - ] [ ] - - - [} -

rede
- . N N LR ST L A [T O T T | T
(a) (b) (c)

Figura 3.5: Alguns defeitos que podem ser encontrados na rede. (a)fons estranhos ou

%2Disponivel na referéncia [114]
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falta de alguns na rede. (b) Presenga de irregularidades espaciais. (¢) Combinagao de (a)

e (b).

Podemos ainda relacionar os valores dos potenciais com o grau de desordem na estru-
tura. Esses potenciais acabam causando alteragoes nas barreiras e nas funcgoes de onda,
principalmente nas interagoes que estes realizam. Reflexdes das ondas pelas barreiras cau-
sam interferéncia construtivas e destrutivas que alteram a fase, criando um padrao tinico
da funcao de onda em uma regiao finita da rede. Esse fenomeno é denominado localizacao

da funcao de onda[114,115].

0.50- w 050

0.254 0.254

[\ N A AP mzf\/\ ~_[
\/\/

LT

o— g —

Figura 3.6: Representagao da funcao de onda estendida (a) e localizadas (b).

O que temos neste caso sao que os auto-estados se concentram em uma determinada
regido. Sendo assim, os estados estao localizados, conforme a figura 3.6%3. Felix Bloch
com seu modelo, explica o fenomeno da conducao em solidos cristalinos perfeitos, mas
ele falha ao nao conseguir explicar como se da os estados localizados em um sistema que
apresentam desordens[123,124]. Por volta dos anos de 1950, P. W. Anderson apresenta
um modelo, que leva seu nome, e que considera sistemas com imperfeicoes e impurezas,
possibilitando estudar transporte eletronico em diversos sélidos desordenados[115,118].

O modelo de Anderson considera o movimento de elétrons influenciados por potenciais
aleatorios com as interagoes Coulombianas desprezadas.Conforme ja mencionado, os po-

tenciais no sistema sao proporcionais a desordem do mesmo, logo, para desordens fracas as

ZDisponivel na referéncia[118]
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funcoes de onda eletronica sao estendidas e o comportamento do material é metélico. Ja
para desordens fortes os estados eletronicos sao exponencialmente localizados e o material
é tipicamente isolante[117,119].

Quantitativamente, o modelo é apresentado com um hamiltoniano tight — binding
que contém um termo cinético caracterizado como hopping do elétron entre os atomos
vizinhos e um termo potencial que descreve a energia de ligacao do elétron em um dado

atomo da rede [120,121,122]. Logo temos:

H = Z@:Ii)(ﬂ + Y tyli) (] (3.1)

1#]

Representando a cinética dos elétrons entre os sitios (atomos) i e j temos o termo de
hopping t;; que diminui drasticamente a medida que a distancia entre os sitios aumenta
|i — j|, e representando o potencial aleatério ¢; no sitio 7. A desordem é distribuida
aleatdria na rede, portanto esse potencial tém valores aleatérios dentro de um intervalo
W. Esse parametro W é conhecido como intensidade ou largura do sistema[115].

Expandindo os auto-estados na base dos orbitais atémicos |i) temos:

w) =S ali, (3.2)

i
onde ¢; é a amplitude da funcao de onda no sitio 7. Os auto-estados e auto-energias podem

ser calculados através da equacao de Schrodinger:

H|V) = E|W). (3.3)

Das equagoes 3.2 e 3.3 podemos obter:

H|U) =" ciHli), (3.4)

(2

Retornando para a equacao 3.1 trocando as variaveis do segundo termo e aplicando

um ket [7):
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HIi)y =Y ali)(ili) + > tili)ili) = eili) + > til). (3.5)

i i#] i#]

substituindo a equagao 3.5 em 3.4 obtém-se

HIT) = 3 eieli) + 3 tieili) (3.6)

i#j
Mudando novamente a varidvel do segundo termo para ket |i) e colocando em evidéncia

ficamos com

HIw) =>" (w + Ztijcj> 1i). (3.7)

i i#]
Com a equagao de Schrodinger, com ¥ escrito na forma da equagao 3.2 combinado

com a equacao 3.7 temos:

> (w + Ztijc,-) i) = EZcm’) (3.8)

i i#]

acarretando

ECZ' = €;¢ + Ztijcj' (39)
J

i-2 i=1 i i+l i+2

Figura 3.7: Esquema de um sistema unidimensional de sitios i. Modificado da referéncia

[115].

Se considerarmos o caso unidimensional da figura 3.7 para a equacao 3.9, os indices
do somatorio serao de j =i —1lej=1+1
j=i+1

ECZ' = €,¢; + Z tijcj (310)

j=i—1
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0 que resulta em

ECZ' = €;¢c; + t(Ci_l + Ci+1)- (311)

Algumas consideracoes podem ser feitas a respeito da equacao 3.11. Para o caso de
um sistema cristalino perfeito W = 0 (que nao existe desordem) todas os ¢; sao iguais
(neste caso faremos ele nulo). A solugao da equacao pode ser uma exponencial complexa
¢, = coe™* e satisfaz 3.11 se E = 2t cos k representando a banda cristalina da teoria de
Bloch. Isso quer dizer que um sélido que nao possui desordem os estados eletronicos sao
estendidos por todo o sistema igual a onda de Bloch. Para os casos em que W nao é nulo, a
funcao de onda pode ou nao ser transmitida, pois, isso depende de quanta desordem ha no
sistema. Entretanto, para baixa dimensionalidade (d < 2) e uma desordem considerdvel
os estados eletronicos sao exponencialmente localizados, e é o que chamamos Localizacao
de Anderson. Para sistemas desordenados e dimenséo elevada (d > 2) hé possibilidade de

estados estendidos [114,115,117].

3.3 Modelo de Aubry-André-Harper

Como observado no tépico 3.2, o modelo de Anderson em uma rede cristalina de baixas
dimensoes, apresenta um comportamento localizado nos auto-estados para uma desordem
aleatoria, ocasionando potenciais de caracteristica também aleatéria. Portanto, o modelo
de Anderson em 1D é trivial, e a auséncia de uma verdadeira transicao metal-isolante
(delocalization — localization) com desordem, tornou-o desinteressante ponto de vista da
fisica da matéria condensada[123,124].

No entanto, uma nova classe de potencial foi revelado, sendo identificado entre o po-
tencial aleatorio e o potencial periédico. Sao denominados de potenciais pseudo-aleatorios
obtidos em sistemas que detém uma quasi-periodicidade. Os primeiros e mais conhecidos
ingressantes nesses estudos com sistemas quasi-periddicos foram Aubry e André, por volta
dos anos de 1980 em 1D[124,125].

Como foi retratado, podemos dizer que o modelo de Aubry-André esta entre o modelo
de Anderson e o modelo de Bloch. Matematicamente, utilizamos o modelo tight — binding

em uma dimensao, ou seja, a equacao 3.11 e damos uma énfase maior para os potenciais,
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que retrataremos como V;, em vez de ¢; por questao de notagao[126]. Tal potencial é dado

por:

Vi, = Acos (man”). (3.12)

Quando v=1 temos o modelo usual apresentado por S. Aubry e G. André por volta
de 1980, onde a localizacao e delocalizacao dependerd apenas do valor de A quando a é
irracional. No artigo de Sarma, et al [128], ar = 0,2 com 7 sendo angulo de incidéncia.
Quando A > 2 todos os estados sao localizados, A < 2 os estados sao delocalizados. Para
A = 2 temos o ponto critico onde a transigdo de fase metal-isolante acontece[127,128].

Para a racional e v inteiro, obtemos o modelo peridédico de Bloch. Quando a é irracional
e v > 2, temos o modelo de Anderson. Se v = 1 e a for irracional, temos o modelo de
Aubry-André com estados sendo localizados ou estendidos a medida que A assume valores
menores que 2 e maior que 2 [128,129,130]. A figura 3.8 2 ilustra uma rede finita em 2D
que segue o modelo de Aubry-André. Em a) temos a distancia entre os atomos ¢é dada
por d e em b) identifica a formagao da rede na presenga do potencial conforme a referéncia

[136].

(a)

OB -
O-8-0-0-0-0-0-0-0-0-0-000

Figura 3.8: Tlustragao do modelo bidimensional de Aubry-André. (a) Rede com distancia

d entre os dtomos e (b) com a presenga do potencial do modelo. Modificado de [136]

3.4 Modelo continuo para uma super-rede de grafeno

A equagdo do hamiltoniano de Dirac de uma particula relativistica sem massa que

descreve os estados eletronicos para baixas energias é dada pela equagao 2.47. Para este

Z4Disponivel na referéncia [136]
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tépico usaremos a sua versao escrita como:

H = —ilwp (0,0, + 0,0,) + V(x)1. (3.13)

As matrizes de Pauli sao 0., que agem no pseudospin que esta relacionado com as
duas sub-redes de grafeno. O potencial V(z) é um potencial de Aubry-André-Harper e
é multiplicado por 1 que é uma matriz identidade. A velocidade de Fermi que aparece
na primeira parcela da soma é vp = vp(z), ou seja, ela é dependente da posigao. Isso
se deve ao fato de que o material pode apresentar diferentes regices, onde o transporte
de carga pode ser alterado e consequentemente a velocidade é também alterada. Como
a velocidade de Fermi depende agora da posicao, o hamiltoniano de Dirac deixa de ser
um operador hermitiano. Uma forma de contornar essa situacao e o operador ser um

hermitiano, é mostrar a equagao na forma [131]:

H= —z'h\/vp(x)axc%\/vlr(x) (3.14)

e é facil ver que pode retornar para a equagao 3.13 quando vp(z)= vp. Com essa condigao

a equacao se torna,

= —ih(\/vp(2)0,0.\/vr(2) + vr(2)0,0,) + V(2)1. (3.15)

A equagao de Dirac atua em um ¥ (x, y) de forma que H@b(m, y) = EY(z,y). O Y(z,y)
é dado por e~*v1)(z) e definimos que \/vp(x)(x . Substituindo na equacao 3.15

obtemos,

He Hvap(q) = —m( 2)0,0p\/vp(x)e ™ rp(z) + vF(w)oy@ye‘ikyyw(m)) + V() () =

Hy(z) = —ih/up(2) 0,0,/ vr(z)e ™ (x) — hoykvp(z)b(x) + V(z)1y(r) —

¢(z) . o(z) o(z) .
H = —ihv/vr(2)o,0, — hoykyvp \%
vp(x) (z) vp(z) (@ )\/UF(I') Vi)l vp(z)

z) = —ilhin/vp(2)0,0,0(x) —ho kv (x)p(x) =V (x)1d(z), (3.16)
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organizando a equacao 3.16 seguindo Ho(z)=E¢(z),

—ih/Vp(1)0,0,0() = —ho,kvr(r)p(x) — V(z)ig(x) + Eg(z) (3.17)

Substituindo as matrizes de Pauli e tomando 1 sendo a matriz identidade, conforme j4

mencionado, a equacao fica:

01 0 —i
—thy/vp(x) L Ox0(x) = —h . kyvp(x)p(x) —

—V(x) o(z) + Eo(z). (3.18)

Organizando a equagao 3.18 e multiplicando por o, ! para facilitagao dos cédlculos, temos:

' 01 01 0 — 01
—ihvp(x Lo(x) = — JUr(z)o(x) —
hwp(z) Opp(2) = =D kyvr(x)¢(z)
10 10 v 0 10
10 01 01
—V(z) o(x) + E o(x). (3.19)
01 10 10

Multiplicando as matrizes e toda a equagao por 1/hvg(x),

i0,6(2) 10 - -3 0 kgb(x)—v(x)qb(x) 01 N Eoé(x) 0 1
’ 0 1 0 i) hwp(e) \ 1 o | Twrl@) | 1
ik, }‘;—V(x)
i) = | " o), (320)
hvy(x) _Zk:y
onde
P({E) _ Y hop(z) : (321)
hop(x) Y
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portanto podemos escrever a equacao 3.20 como sendo

= P(z)¢(x). (3.22)

3.5 Super-redes de grafeno finita

Neste tépico o objetivo é encontrar o coeficiente de transmissao na super-rede de gra-
feno finita através do método de matriz transferéncia. Para isso, resolveremos a equacao
3.22 seguindo as referéncias [63] e [132]. Reescrevendo a referida equagao com ¢(x) sendo

oa € ¢p, € ’y:Eh;F—V(%) temos duas equagoes como resultado:

e (3.23)
% + kyop = iv7Pa. (3.24)

O ~ corresponde ao vetor de onda dentro do potencial, E/ é a energia de um elétron e
ko = E/hvp(x) estd relacionado com o nimero de ondas eletronica incidentes [132,133].

Da equagao 3.23 temos,

idep  kyda
— 7 _wra 2
e a substituindo em 3.24,
1 1
4 (Ldoa kyoa) o (Ldoa koa) o
dxr \ 1y dx 1y 1y dx 1y
1 d? k, d k, d k2
— ¢A__y ¢A+_y ¢A_ y(bA:Z”}’(éA—)
iy dx? iy dxr iy dx iy
1 d? k2
— QZA - 3{¢A =iypa —
1y dx 7y
d*Pa
Tt (v — k) = 0. (3.26)

Isolando o ¢4 na equagao 3.24, e substituindo na 3.23 e seguindo os mesmos passos da

equagao 3.26, obtemos:
d*¢5

dz?

— (v —k})op =0 (3.27)
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Assim isso nos leva a:

d*oan
dx?

T —k)pap=0 (3.28)

onde 7; vetor de onda que incide no potencial V;, com o subscrito j que refere-se as regioes
da super-rede de grafeno tendo como j= 1, 2, 3,...,e. Quando j=0 a regiao é incidente e
quando j=e regiao ¢ de saida [63].

O préximo passo é conectar as funcoes de onda ¢, com a matriz transferéncia, em
que ¢, estdo em = e x+Ax no j-ésimo potencial assim como nas referéncias [132] e [133].
Antes de obter a matriz transferéncia é necessario resolver as equagoes 3.26 e 3.27. Para
3.26 vamos supor que as possiveis solucoes de ¢4 = ce"x com ¢ sendo constante,

d2 ere
dx?

c + (7 — ke =0 —

ce[r* + (v; — k)] = 0. (3.29)

Assim, a equagao 3.26 é uma equagao diferencial de segunda ordem cuja equagao
caracteristica ¢ um polinémio de segundo grau, ou seja: r? + ('yj2 — k:?) As raizes desse
polindmio sao 71 = iy/(v; —k2) e ry = —iy /(77 —k2). Denotando ¢; = /(7] —k2) a

solucao para ¢4 em 3.26 é
Pa(r) = ce™ — pa(x) = ae'V” + be U, (3.30)

e para ¢pg

bp(x) = ceV* + de 4", (3.31)

Para determinar as constantes c e d, substituimos as equagoes 3.30 (ou 3.31) na equagao

3.23 (ou na 3.24) e chegamos na seguinte relagao:

% (a€'%® + be™" ") — ky, (ae' D" + be V) = iv; (ce"VT + de”'U") . (3.32)
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Derivando e efetuando a propriedade distributiva da multiplicagao, obtemos:
iaq;e'" — ibge” ' — ak, 'V — k,beT'UT = jcy; €'V + idyje” T —
ae' " (iq; — k,) — be " (ig; + k) = icy;e' T + idye” 9 (3.33)
definindo a=(iq; — k,) e o = (ig; + k)
ae'ito — et — gy e "
c= — BFiS —
1yjetdit
ace  be HuTy ,
R (3.34)
Y (8%
Para determinar d vamos substituir ¢5 na equagao 3.24.
- (ce'® + de™" ") + ky (ce'B™ + de™"Y7) = i; (ae'® + be'U") —
x
ce' U (ig; + k) — de”"9" (iq; — k,) = iay;e' VT + ibye 9T —
* ,21q;x 52145 T ; .
cat e 1y ;ae" b
d= _ _ P (3.35)
Q@ Q@ o
Finalmente substituindo ¢ e d em ¢p,
OB = ax be 0% a” — de 2T | g—iaiT caeX _ Z.’Yjaemqu _ ib’yj N
15 15 « o «

A’ beTMUTQF  cafe T jy;ae'T by T cate T jyjaet it by e T
op=———— - + + + - -
i i a a a

%
o @ a
a(iq; — k,)e'%®  biq; + k,)e "9
gbB — ( J : y) . ( J : Z/) (336)
15 175
Préximo passo é conectar ¢4 g(x) entre qualquer z;_4 e x;_1+Az no j-ésimo potencial
pa(z)
usando a base ®(z) = , com os elementos sendo apresentados por ¢4 p(z) =
vp(7)

ae'¥B® + be™"%*, Em um primeiro momento, usando a base, vamos reescrever as equagoes

oa(z) e pp(x), 3.30 e 3.36 respectivamente, da seguinte formal[l134]:
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Pl ) R;(E, ky) Pl : (3.37)
¢n(z) ¢5(7)
onde
1 0
Ri(E,ky) = : (3.38)

isin(f;) cos(6;)

o (Fy q; XA A
Para 6, temos arcsm(v—j) e arccos(v—j) que sao angulos entre as componentes de ¢;, 7; € k,

no j-ésimo potencial. O k, é representado por 7;sinf;. Provando a equagao 3.37,

1 O aeinw + be—iqjx

isin(6;) cos(6;) ae' T — he—iT

ae'i® + be ="
(3.39)

a(cos0; + isinf;)e't™ — b(cos f; — isinf;)e %"

analisando o segundo termo da matriz, especificamente o seno e o cosseno com o valor de

6; definidos, podemos deduzir que:

(cos(0;) +isin(0;)) = (cos (arccos (3—2 ) + isin (arcsin (%)) -

; k
(cos(0;) + isin(0;)) = 2 +i* —

(cos(8;) +isin(g;)) = - (M) -
7 Y;
(cos(8;) +isin(d;)) = u (3.40)
Z’y]
o oo (1)) ()
Vi v
s a4 Ky
cos(0,) + isin(@.)) = F _ ;v
(cos(6;) (65)) ke
(cos(6;) + isin(6;)) = - (Qj - Zkzy) N
2 o7
_ a5t ky

(cos(6;) + isen(6;)) (3.41)

Z’}/]
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Substituindo na matriz 3.40 e 3.41 obtemos,

aei%® 4 he~ i ®a
| | _ (3.42)
()t — b e os

CQD.
Como o objetivo é definir estas funcoes nas posigoes x;_; e x;_1+Az, o que significa

dentro da mesma barreira ou na regiao do poco, as func¢oes de onda podem ser escritas

pa(xj-1) pa(rj—1 + Az)

e sua evolucgao escrita na forma . Essa evolugao pode
¢B(Tj-1) ¢p(rj1 + Ax)
ser representada na base ®(z):

Tio1 + Az Ti_
e ST R (3.43)
op(rj—1 + Ax) (T
onde,
cos(q; Ax isin(q; Ax
T;(Az, B, k,) = (3;82) (3;42) . (3.44)

isin(gjAz +0;) cos(qgjAzx +6;)
Matematicamente as fungoes ¢p(xj_1 +Azx) e pp(x;j_1 +Ax) estdao em termos das fungoes

¢a(x) e dp(x):

ba(rj 1 + Az) = ae'lT-1TAT) | pe=itj(@jatA)
op(rj—1 + Ax) = aMeiqﬂzj-ﬁA@ _ bMe—i%(lj—ﬁAz)' (3.45)
175 175
Da mesma forma para as funcoes ¢4(z;j—_1) e pp(r;j—1) que estao em termos de @4 € @p:
@A(%‘—l) — e (@i-1) | pe—iti(zj-1)

op(rj_1) = ae'@i-) — pe='i(@i-1) (3.46)

Verificando a equagao 3.43 assim como conduzimos para a equagao 3.37, tomando como
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base as referéncias [63] e [132]:

cos(q; Ax isin(q;Ax ae'%(®i-1) 4 he=1(@5-1)
(5:00) wan) .
isin(g;Azx +0;) cos(q;Az + 0;) ae'®@i-1) — pe=ia;(z5-1)

Analisando separadamente as multiplicagoes, vamos multiplicar a primeira linha da pri-

meira matriz com a segunda matriz, assim:

cos(q;Ax) (ae™ =) 4 be=4@i-1)) 4 jsin(q;Ax) (ae™ -1 — pem (i) —
ae'@i=1)[(cos(q;Ax) + isin(qg;Ax)] + be ™% @i-V[(cos(q;Ax) — isin(q;Az)] —
aeiquzeiqj (xj-1) + be—iquaxe—iqj (zj—1) —

e (@i-1TAT) | peia(@j-1HAT) (3 4])
Os mesmos passos para a segunda linha com a segunda matriz, obtemos:

alcos(q; Az + 0;) + isin(q;Az + 6;)]e" %1 +

—blcos(q;Ax + 0;) — isin(q; Az + 0;)]e " vT (3.49)

Para o cosseno e seno da equagao anterior, vamos levar em consideragao as defini¢coes do

6;. Desta forma temos,

; k
cos(q;Azx + 0;) = cos(g;Ax) - 4 _ sin(g;Ax) - -2, (3.50)
Vi i
sin(¢jAz 4 0;) = sen(q;Ax) - 3—] + cos(q;Ax) - % (3.51)
J J

Substituindo a equacao 3.51 e 3.50 na equagao 3.49 chegamos a

o {costae) - L —sin(g, ) 2 4 fsinlgp ) Lt coslgpa) 2] ey

J Bt J Vi
— . B (e .@_' in(a. ] A @ —ig;Tj—1
b 4 cos(qjAx) sin(q;Ax) i [sin(g;Ax) + cos(gq;Ax) e —
i Vi Vi j

az: |:q_] + ﬁ:| ein$j—1+inAx _ bz |:q_.7 _ @:| e—iqjxj_1—iquaﬁ R
LY LY
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a (iQJ'._ ky) eiqj'(:vj_l-‘rAI) _ bMG_iq1($j—1+A$). (352)
Z’}/j 27j

Por fim, substituindo a equagao 3.48 e 3.52 na matriz 3.43 provamos a mesma:

Tj_q + Az e’ (@1 TAT) 4 pe=itj (@it AT)
Palej+80) ) _ | | (3.53)
OB (xj—l + AZE) a(ZQ;’;jky)eiqj(xj,1+Ax) _ b(W,;%":jky)e—iqj(:cj,1+Ax)
CQD.
. i . i $a(wj-1)
Finalmente, com todas as funcoes definidas podemos escrever a relacao entre
¢p(j-1)
dalxj_1 + Ax)
e como,
¢p(rj-1 + Az)
ri 1+ Ax dalw;_
R TR B (3.54)
¢p(xj-1 + Az) ¢p(j-1)
com M; dado por,
M;(Az, E, k,) = T;(Az, E, ky)R; ' (E, ky). (3.55)

Agora, determinaremos o M; que representa a matriz transferéncia para o grafeno

[133]. Substituindo os valores de T e R; na equagdo 3.55 obtemos,

Iy cos(q;Ax) i(gjAx) 1 cos(6;) 0
i " DetR; . -
i(g;Ax +6;) cos(q;Azx + 0;) J —isin(f;) 1
cos(q;Ax) isin(g;Ax) 1 cos(d;) 0 (3.56)
= . . % .
isin(¢;Az +0;) cos(gjAzx + 6;) cos(6);) —isin(g;) 1
. . sen(q; Ax
_ cos(q;Ax) + sin(g;Ax) tan(6;) #@))
isin(q;Ax 4 0;) —icos(q;Ax + ;) tan(6;) %

Aqui resolveremos o primeiro e o segundo elemento da primeira coluna da matriz, em
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que temos duas somas. Para o primeiro elemento faremos,

cos(q;Ax — 6;)

cos(¢;Az) + sin(g;Ax) tan(d;) = cos(0)) (3.57)
Para o segundo elemento da matriz temos,
sin(ai A
isin(¢;Az + 0;) — icos(gjAx + 6;) tan (0;) = isin(g;Az) (3.58)
cos(6;)
Assim M; é:
cos(qjAx—0;) Z-sin(qux)
Mi(Az, E, k,) = cos(6;) cos(®;) 3.59
J ( y) isin(q;Ax) cos(q; Az+0;) ( )
cos(6;) cos(6;)

Algumas consideracoes devem ser apontadas a respeito da equacao 3.59 que representa
a matriz transferéncia para o grafeno. Ela é responsavel por conectar as fungoes de onda
¢a,p(z) com a sua evolugao, ou seja, as fungoes ¢4 g(x + Ax)[63]. O vetor de onda ¢; é
dado por ('yj2 — k2) e corresponde a componente x no potencial V;. ¢; é o angulo entre
a componente x do vetor de onda ¢; e o vetor de onda k,. Ele equivale a arcsin <:—j)
Para o j-ésimo potencial z;_; < z < x;, as fungdes ¢4 g(x) podem ser escritas em termos
de ¢4 p(x) através da matriz Q(Ax;, £, k,), que corresponde com a transformagao do
transporte de particulas na direcdo z e Ax; = x — x;_1. Vale ressaltar que ¢4 p(zo) sao

fungdes de onda incidente final de toda a estrutura. Assim temos,

?4(®) = Q(Az;, B, k) Palr) (3.60)

¢B(7) o (o)

Matematicamente, Q(Ax;, E, k) é,

j-1
Q(Azj, E k) = Mj(Axj, E k) [ [ Mi(w;, E, k), (3.61)

i—1
onde w; é a largura da barreira j-ésima [134,135]. Desta forma podemos conhecer as

fungoes de onda ¢4 p em qualquer posicao x dentro do potencial com a matriz trans-
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feréncia. Para determinar as fungdes de onda iniciais, ¢4 (o), é necessério utilizar das
condicoes de contorno. Assumindo que um elétron livre de energia F incide na regiao x
< 0 com um angulo de incidéncia equivalente a 6y, a funcao de onda se comporta como
uma superposicao de pacotes de ondas incidentes e refletivas que no ponto que incidéncia

ocorre, ou seja z = 0, as fungoes de onda sao iniciais ¢4(0) e ¢p(0). Para ¢4(0) segue,

$4(0) = ¢i(E, ky) + ¢ (E ky) = (1 +1)0:(E, ky), (3.62)

sendo que ¢;(E,k,) é o pacote de onda do elétron incidente em =0, ¢, é o pacote de

onda refletido e r é o coeficiente de reflexdo. Para determinar ¢p(0) podemos usar a
pa(z)

base ®(x) = onde escrevemos que para ¢4 5(0) = ¢:(E, k) £ ¢.(E, k) —
vp(z)

(1+r)p;(E, ky). Usando também a equacao 3.37 para o ¢p(x = 0) segue,

¢p(0) = isin(0y)pa(0) + cos(0y)p(0) —
®p(0) = isin(y)[1 + 7]¢i(E, ky) + cos(bp)[1 — 7]¢i(E, ky) —

¢5(0) = ¢:i(E, ky)[cos(0y) + irsin(by) — (r cos(fy) + irsin(by))] —

¢5(0) = ¢i(E, ky)[e™ — re”™], (3.63)
assim podemos escrever para ¢4 5(0):
¢A(O> 1+7r
= 4 . 0i(E, ky). (3.64)
¢5(0) et — pe=ito

Desta forma, os calculos realizados para ¢4 5(0) foram para determinar a fun¢ao de onda
inicial com duas componentes que representa um elétron livre com energia E incidindo
na regiao r < 0 com um pacote de onda incidente em x = 0 e um pacote que reflete.

Assim, trataremos também da funcao de onda de saida, ou seja, em x.. Similarmente ao

Pa(ze)

que foi conduzido para a funcao de onda incidente em x < 0, temos com

op(.)
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da(xe)=to;(E, k,).Observem que nao hé a presenca da parte refletida, pois, o que tratamos
¢ da funcao de onda que atravessou a barreira. t é o coeficiente de transmissao[132]. Para

¢p(z.) usamos novamente a base e a equagao 3.37, assim:

pa(re) = 16i(E, ky)

@B(xe) = _t¢i(E7 ky)a (365)

usando novamente a equacao 3.37

¢p(xe) = isin(be)pa(0) + cos(be)pp(0) —
() = isin(0.)t;(E, ky) — cos(be)tei(E, ky) —

¢p(re) = ¢i(E, ky)[isen(6.) — cos(0.)] —

op(xe) = ¢i( B, ky)te. (3.66)
Assim,
e I ¢i(E, ky) (3.67)
¢B(xe> tewe

0. representa o angulo de saida da onda. Podemos ainda relacionar as equacoes 3.64 e
3.67 através de uma matriz X onde ela conecta a funcao de onda no final da entrada com
a equacao 3.64 e na saida ela equivale a equagao 3.67[134]. Assim a conexao entre entrada

e saida das funcoes de onda fica:

Pa(we) _x $4(0) (3.68)
¢p(T.) ¢5(0)
X ¢,
2N
x| e = I M;(wy. B k), (3.69)
Ta1 T22 Jj=i

sendo w; a largura da barreira no j-ésimo. Préximo passo ¢ substituir a equacao 3.64 e
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3.67 na equacdo 3.68 e isolar t e te'

t 1+r
| aBE k) =X | 9B ky) —
telge 67,90 _ 7,62090
t T T2 L+
- | . (3.70)
tetfe Lol Too efo — pe=ito
assim para t e te'e:
t=(1+7r)zy + (e —re ™)z, (3.71)
e
tee = (14 1)zg + (€90 — re0)gy,. (3.72)

Nas duas equagoes em questao, podemos resolver e encontrar a equacao que descreve o
coeficiente de reflexdao e o coeficiente de transmissao. Substituindo a equagao 3.71 na

equagao 3.72 temos:

[(1+7r)zy + (e“s'0 — re‘wo):pu]ewe =(1+r)ry + (ewo — re‘wo)mgg —

r11€"% + rrpe? + xpe%e — pore e = 10 4+ rao; + €Px99 — re P x0y —

T‘(ZEHGZGS — xlge’(ae_e‘)) — T + 1'226_190) = (ZEQQGZGO — 1'1167'96) — 1‘1261(964_00) + 9. (373)

Isolando r no primeiro membro chegamos a:

(.fggeigo — $11€i98> — $12€i(96+90) “+ X971

(B, k,) = (3.74)

(2o2e™ 0 4 2116 ) — w19eiPe=00) — 5,
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Determinando o coeficiente de transmissao substituindo o r(E, k,) em 3.71:
(.TQQ@ZHO — xnewﬁ) — $12€i(96+90) =+ X9
t:(L’11+I11 0 0 0.—0 +
(zope™M00 + m1y€¥) — w19€i0e=00) — 1y,
0. 0. i(0c+0
+$126i90 — x126_i60 <x2261.0 — :L’He" )~ xlzeZ(. ) o (3.75)
(562267290 + 5511619‘5) — 33'1261(96700) — 91
realizando a multiplicagao e cancelando alguns termos ficamos com,
‘— Toom11€” 00 — @11 T99€™ — 912196™0 — B9y 1970
Tope™ 0 + jeife — 1pei0=00) — g5,
‘o D711 (€90 4 €70) — 251 315 (e + e~0) (3.76)
Tgge~ 0 4 xyyeife — qypeille=bo) — gy, .
Sabendo que cos(6y) = M obtemos
2cos(by)(ro2x11 — X017
t = 4 ( 0)(.922 L Zl 612) (3.77)
Toge™00 4 qyyeife — xypeilfe=b0) — 15y
usando a propriedade que det[X]=1 finalmente ¢ é:
2 cos(6
t(E, k,) = () (3.78)

Tope 0 + 1€ — 1pei0c=00) — 15,

que € o coeficiente de transmissao responsavel pelo transporte eletronico na super-rede de

grafeno finita quasi-periédica[133, 135].

Para algumas energias, os elétrons podem tunelar com probabilidade de 100% barrei-

ras de potencial, quando o angulo de incidéncia é um angulo normal. No grafeno essa

propriedade também é valida sendo conhecida como paradoxo de Klein. No caso nao-

relativistico, a transmissao decai exponencialmente com o aumento do potencial. Ja no

caso relativistico o tunelamento, em especial o de Klein, acontece quando temos a bar-

reira da ordem da massa de repouso mc?, se tornando praticamente invisivel ao elétron

e consequentemente sem a existéncia da parte refletida. Quando a barreira excede duas

vezes mc?, a independéncia da transmissao com a altura da barreira é mais nitida e temos

a transmissao perfeita [22, 85].
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3.6 Potencial de Aubry-André no Hamiltoniano de Dirac

Neste trabalho, o potencial do modelo de Aubry-André foi introduzido no Hamil-
toniano de Dirac para o grafeno, onde a quasi-periodicidade acontece nas larguras das
barreiras. J& as alturas dos potenciais serao 0,05 V. Assim, para representar a largura
das barreiras, conforme mencionado no tépico anterior na equacao 3.61, temos a letra w
em que:

wy, = wy| cos(amn”)|. (3.79)

Comparando a equacao 3.79 com a equacao 3.12, o wy tem o papel parecido com o
A, entretanto, ele representa uma espécie de desordem que implementamos ao potencial.
Esta desordem vai de 0 até 50 nm como poderemos identificar nos graficos de contorno
no capitulo 4 e sua ordem é de 107°. O cosseno na equacao 3.79 estd em moédulo, pois,
um valor negativo do cosseno levaria a barreira de largura negativa. Vale ressaltar que
a regiao entre as barreiras também sao moduladas por w,,, assim, ele é responsavel por

modular todos os pontos com ou sem barreira.

V5—1
2

O valor de a deve ser o nimero irracional que garante a quasi-periodicidade e n
¢ a quantidade de barreiras que esta sendo elevado a v que varia de 0,2 até 2, alternando
em valores de 0,2. O angulo de incidéncia usado neste trabalho ¢ %, de forma que apos
a incidéncia o angulo de saida é proximo da normal. O ntimero de barreiras deve ser um
valor elevado, para ter uma clareza dos pontos onde temos localizacao e delocalizagao.

Entao usamos para o grafico de contorno um valor de 10 mil barreiras, e posteriormente

para o grafico de linhas um valor de 50 mil barreiras.



Capitulo 4

4 Resultados

Neste capitulo apresentaremos resultados acerca da equagao do coeficiente transmissao,
representada por 3.78. Como deduzido no capitulo anterior, partimos do Hamiltoniano
de Dirac para obter a matriz transferéncia e assim, conseguir encontrar a equacao da
transmissao. Aqui, os resultados dessa equagao, serao responsaveis pelo mapeamento do

transporte eletronico na super-rede de grafeno finita.

E(ev)
-
E(eV)

1]

0 10 20 30 40

wy (nm) w, (nm)

EeV)
EleV)

wq (nm) wo (nm)

Figura 4.1: Grafico de contorno da transmisseao em funcao da energia e wy que esta

associada a desordem que aplicamos ao sistema.

Os graficos da figura 4.1 mostram indicios de estados estendidos e localizados de quatro
valores distintos de v: 0,2; 0,4; 0,6 e 0,8. A barra de transmissao no lado direito de

cada figura indica que quanto mais préximo de 1(cor amarelo) mais alta é conducao de

o4
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elétrons na super-rede, o que pode significar estados estendidos ou delocalizados. Quando
mais préximo de 0 (preto) indica transmissao baixa e que estamos se aproximando do
estado localizado, e localizado de fato, quando realmente temos 0 de transmissao. Uma
forma andloga de definir o que foi ressaltado é dizer que temos um estado tipicamente
metalico para valores de transmissao e estado tipicamente isolante para transmissao em
0. E importante destacar que a transmissao no estado isolante decai exponencialmente
logo para as primeiras barreiras e no estado metalico temos a transmissao com valores
constantes. Para os eixos x e y temos respectivamente, os valores da energia que varia
entre 0 e 0,1 eV, e um fator wy variando de 0 até 50nm. A quantidade de barreiras
inseridas no grafico foram de 10 mil barreiras.

Conforme ja mencionado, o angulo de incidéncia é g que corresponde a 30°. A escolha
deste angulo se deve ao fato que a transmissao depende de certos fatores, inclusive o
angulo de incidéncia do elétron. Se a incidéncia é normal, as barreiras tem sua influéncia
despercebida pelo elétron devido ao tunelamento de Klein. A medida que mudamos este
angulo, é mais perceptivel os efeitos destas barreiras[133].

Nos casos onde valores de v sao 0,2 e 0,4 podemos observar indicios de estados locali-
zados e delocalizados bem definidos. Para energias entre 0 e 0.015 eV o estado provavel é
tipicamente metdlico para praticamente todos os valores de wy, exceto quando wy atinge
valor aproximado de 43 nm onde temos uma transicao de fases. Neste caso temos o
efeito do Tunelamento de Klein, onde basicamente para essa faixa de energia as barreiras
sao praticamente transparentes para os elétrons e essa propriedade é observada porque o
angulo apds a incidéncia se aproxima da normal. Assim, a transicao de fase sé ocorrera
para um wy muito elevado, conforme mencionado.

Acima de 0.015eV e abaixo de 0.05eV temos indicio de estado tipicamente isolante
para qualquer valor de wy. Nessa faixa de energia, o gap é uma consequéncia das ondas
evanescentes, sendo presente em todos os graficos de contorno independente do valor de
v.

A transicao de fase é mais evidente quando atingimos valores de energia acima de

0.05eV, pois é onde a modulacao das regides esta seguindo o modelo proposto. A medida
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que aumentamos o valor de wy percebemos um tom mais escuro do amarelo, o que indica
que a transmissao esta decaindo quando avancamos com os valores da desordem. O tom
fica cada vez mais escuro até atingir o preto onde indica que a fase ¢é isolante. Observamos
o mesmo tom de amarelo para alguns valores de energia.

Mesmo com uma diferenca pequena entre os valores de v, comegamos a visualizar uma
mudanca na coloracao do gréafico, acusando uma mudanca de valores na transmissao em
determinados pontos.

Com o aumento de v é evidente que a fase isolante comeca a predominar nos graficos.
Quando v assume valores de 0,6 e 0,8 a transicao de fase acontece mais rapidamente. Em
v = 0,6 o grafico é semelhante aos valores de 0,2 e 0,4 com diferenca mais perceptivel em
0,05eV e 0,1eV, sendo a regiao onde a transmissao sofre uma mudanca mais aparente. A
mudanga na coloracao do grafico nesta regiao define bem a transicao de fase pode esta
acontecendo a medida que wy aumenta. A regidao de energia entre 0 e 0,015eV também
sofre alteragdes, porém menos drastica comparada ao grafico de v = 0.8. A regiao onde
indica a fase metélica cada vez é menor quando se eleva v e a transicao acontece mais
rapido para aumento de wy . Nas faixas de energias entre 0 eV e 0,015eV, especialmente
para o ultimo, temos uma indicagao de transicao de fase que nao é observado nos graficos
anteriores.

Proximo passo é analisar pontos especificos nas regioes localizadas e delocalizadas com
graficos de linhas. O intuito é de confirmar que as regioes dos graficos de contorno sao
estados metalicos ou isolantes e também onde a transicdo acontece. Assim, para cada
grafico de contorno tem sua contestacao de estados com os graficos de linhas. Para cada
valor de v da figura 4.1, foram plotados pontos que mostram a transmissao em relacao ao

numero de barreiras.
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Figura 4.2: Graficos de Transmissao por Numero de Barreiras para wy = 10. (a) v =

0,2.(b) v = 0,4.(c) v = 0,6. (d) v = 0,8.

Com total de 50 mil barreiras, o intuito é mostrar que apés um alto ntimero de barreiras
a transmissao sofre ou nao alteragoes. Os graficos da figura 4.2 foram gerados em pontos
onde a regiao é supostamente delocalizada com a energia igual a 0,01eV, wy igual a 10
para cada valor de v. Em (a) v=0,2, temos a transmissao variando entre 0,5 e 1 em
até aproximadamente 20 mil barreiras. Apds este ntimero de barreiras a transmissao
estabiliza por volta de 0,7. Em (b) v=0.4, a transmissao ¢ mais padronizada seguindo
valores semelhantes até as 50 mil barreiras, com os picos mais altos atingindo préximo
de 0,9 e os mais baixos proximo de 0,5. Para ¢) v=0.6, temos a transmissao variando de
0.5 e um pouco acima de 0,7 mantendo assim por todas as 50 mil barreiras. Com r=0.8
temos a maior variagao da transmissao com pico mais alto atingindo 0.8 e o mais baixo
proximo de 0,2. De 0 até 10 mil barreiras a transmissao decai de 0,8 para 0.4; de 10 mil
para 20 mil barreiras estabiliza a transmissao em torno de 0,3. Apds as 20 mil barreiras
podemos notar que a transmissao ira se manter por volta de 0,2 e 0,4.

De uma maneira mais sucinta analisaremos os préximos graficos nas figuras 4.3 e
4.4. A figura 4.3 mostra trés pontos para v igual a 0,2 e 0,4 onde podemos visualizar a

transmissao decaindo para mesma energia, entretanto diferentes valores de wy, sendo eles
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10 nm, 29 nm e 30 nm. Em ambos os casos, temos a transmissao constante em wy=10
nm, (a) e (d), mas a medida que mudamos este valor para 29 a transmissao decai, (b) e
(d), especialmente em v= 0,4 (b), que ela zera por volta de 10 mil barreiras, ou seja, uma

transicao de fase. E para 30 ela decai logo nas primeiras barreiras nos dois casos.

a) wo =10 b) wo = 29
095 v=02 v=0,2
E=0,06eV 08 E=0,06 eV
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0.75 04
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Figura 4.3: Graficos da transmissao em relagao ao niimero de barreiras, com energia fixada
em 0,06 eV e wy alternando em 10 nm, 29 nm e 30 nm. Das letras (a) - (¢) ¥ =0,2 e de

(d) - f) v = 0.4.

Na figura 4.4 temos gréficos que mostram o mesmo valor de energia e o wy que a
figura anterior, entretanto, v ¢ 0,6 ¢ 0,8. De (a)-(¢) v = 0,6 ¢ de (d)-(f) v = 0,8. Em (a)
quando wy € 10 nm, a transmissao continua constante como nos casos anteriores. Porém,
a transmissao decai mais rapidamente em (b) onde wy= 29 nm e também 30 nm em (c).
Em d) quando wg = 10 nm temos transmissao decaindo para zero em N igual a 30 mil e

também para os outros valores de desordem.
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Figura 4.4: Graficos da transmissao em relacao ao nimero de barreiras, com energia fixada

em 0,06 eV e wy alternando em 10 nm, 29 nm e 30 nm. Das letras (a) - (¢) v = 0,6 e de

(d) - f) v =08

A medida que o valor de ¥ aumenta, a transmissao em uma regiao pode diminuir como
observado em wy = 29 nm, sendo uma regiao metalica em v igual a 0,2 e 0,4 (neste ltimo
acontece uma transi¢ao de delocalizado para localizado) e totalmente localizada para os
valores 0,6 e 0,8 de v. Isso comprova dependéncia da transmissao para v que foi observado
nos graficos de contorno: a regiao preta que indica a localizagao, aumenta a medida que
v aumenta e isso consequentemente diminui a regiao delocalizada. Isso se deve ao fato
de que quando v tém valores préximos de 0, os w (as barreiras), variam lentamente de
forma que localmente apresentam uma caracteristica semelhante a periédica. Quando o
valor de v atinge valores acima ou proximos de 1, a variagao das barreiras acontece mais
rapidamente, ao ponto de apresentar uma certa aleatoriedade das barreiras, culminando

no aparecimento de mais regices com localizacao. Vale ressaltar que a variacao das barreias



60

estao acontecendo em suas larguras.

Quando os valores de v aumentam para acima de 1, como no caso da figura 4.5,
percebemos visualmente um padrao que indica regices delocalizadas . Entretanto, para
algumas energias e valor baixo de wy temos supostamente uma regiao delocalizada para
qualquer valor de v aqui apresentado. O Tunelamento de Klein é observado para valores

mais baixos de energias e o gap consequente das ondas evanescentes também é observado

na mesma faixa de energia.

wg (nm) wy (nm)

wg (nm) w, (nm)

Figura 4.5 : Gréafico de contorno para valores de v acima de 1. a) v = 1,2. b) v = 1,4. ¢)

v=16.d)rv=18.

Na figura 4.6, alguns pontos foram escolhidos para analisar a transmissao decaindo
e a transicao de fase surgindo. Estes pontos sao de energia 0,01 eV e desordem 10 nm.
Por mais que apresentem visualmente um padrao, veremos que alguns valores de wy a
transicao surge mais rapidamente do que outros para determinados valores de v. Em

todos os graficos a transicao ocorrem entre 0 e 10 mil barreiras, entretanto quando v é
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1,4 e 1,8 hé picos de transmissao que nao acontece para 1,2 e 1,6 em que praticamente
nao ha transmissao. Isso mostra que embora visualmente os graficos de contorno sao bem
parecidos a diferenca pode ser comprovada analisando detalhadamente ponto a ponto,

notando a mudanca da transmissao.
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Figura 4.6: Graficos da transmissao em relacao ao nimero de barreiras, com energia fi-

xada em 0,01 eV e wy = 10. Das letras (a) v =1,2. (b) v =14. (¢)v=1,6. (d) v =1,8.

Quando v atinge o valor de 2, temos o mesmo padrao observado nos gréficos de
contorno da figura 4.5 e para energia 0,01 e wy = 10nm praticamente nao ha transmissao,

confirmando o que foi falado no paragrafo anterior.
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Capitulo 5

5 Conclusao

Neste trabalho, apresentamos as caracteristicas de estrutura e eletronica do grafeno
que é um dos varios alétropos do carbono. Dentre suas incriveis propriedades se destaca
que para baixas energias, os elétrons no material podem ser descritos como férmions de
Dirac sem massa, conforme mostrado nos tépicos 2.5 e 2.6 (conferir). Posteriormente, no
capitulo 3, foi relatado o conceito de super-redes peridédicas, aleatorias e quase-periddicas,
sendo a ultima teve um foco maior, porque a modulacao da super-rede estudada neste
trabalho é seguindo o modelo de Aubry-André, que é um modelo quase-periodico. Ainda
no capitulo 3, usamos a equagao efetiva do hamiltoniano de Dirac e o método de ma-
triz transferéncia, onde foi possivel determinar a equacao da transmissao, equagao esta
fundamental na determinacao de regioes localizadas e delocalizadas.

As barreiras quase-periédicas de Aubry-André sao descritas matematicamente pela
equagao 3.79 (conferir), que possui varidveis que influenciam diretamente na transmissao
e consequentemente nas regioes metédlicas e isolantes da super-rede. O cosseno é pro-
positalmente apresentado em médulo pois valores negativos implicam em barreiras com
valores negativos; a é um numero irracional que garante a quase-periodicidade _1%@; n
representa quantidade de barreiras elevado por v que representa um fator de generalizacao
da super-rede.

Como podemos observar na figura 4.1 a regiao preta corresponde a regiao localizada,
ou seja, isolante e as outra regiao com cor sao delocalizadas (metalicas). A transicao de
fase que ocorre na figura 4.1, depende de dois fatores: wy e v. Para certas energias temos
valores criticos de wy onde ocorre a transicao de fase e a medida que o valor de ¥ aumenta,
esses valores mudam para essas energias conforme mostrado na figura 4.2. Isso se deve ao
fato de que o valor de v varia a largura das barreiras. Quando de v é baixo, a variacao
da largura acontece lentamente e localmente temos uma periodicidade, logo precisamos

de um valor muito alto de wy para a transicao ocorrer. Para um valor muito alto de v,
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a variacao das larguras das barreiras acontecerao mais desordenadas, criando um padrao
mais aleatdrio, ou seja, a proxima barreira serd muito diferente da anterior, assim nao é
necessario um valor de wy tao alto para ocorrer a transicao de fase. Com valores baixos
de energia, proximo de 0, nao ha transicoes de fases ou ela ocorre depois de um valor muito
elevado de wy. Isso é causado pelo tunelamento de Klein. Para energias muito préximo
de 0 a transicao de fase nao ocorre, logo a transmissao é constante e temos uma regiao
sempre metélica, independente do valor de wy ou v. Entre aproximadamente 0,015eV e
0,05 eV temos um gap consequente das ondas evanescentes. Quando o valor da energia
aumenta, em especial para 0,06 eV, é que conseguimos visualizar o modelo proposto agindo
e percebemos que ja existe um valor de wqy e de v em que acontecem as transicoes de fase.
Assim, com estes resultados obtidos, podemos notar suas utilidades e importancia para
futuras aplicacoes do sistema em dispositivos eletronicos, visando aumentar a capacidade

de funcionamento em prol do beneficio e da necessidade da humanidade.
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