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Resumo
Neste trabalho, estudamos um modelo computacional no qual uma comunidade é composta
por espécies que competem e evoluem em um ambiente com heterogeneidade espacial,
estando sujeitas a uma relação de trade-off em sua eficiência no uso de recursos. A
distribuição de recursos é responsável pela heterogeneidade espacial, sendo realizada através
de paisagens fractais construídas utilizando o Movimento Browniano Fracionário, que
permite o ajuste da rugosidade do relevo variando o expoente de Hurst. Para compreender
melhor o papel desempenhado pela heterogeneidade espacial e pela taxa de mutação das
espécies na evolução dessa comunidade, investigamos a existência de correlações nas séries
temporais da diversidade de espécies. Para esse fim, utilizamos a Análise de Flutuação
Destendenciada Multifractal (MF-DFA), uma técnica para descrever séries temporais que
podem ser caracterizadas por múltiplos expoentes de escala. Nossos resultados mostram a
presença de uma anticorrelação na evolução temporal da diversidade de espécies. Não só
isso, como também demonstram que essa correlação pode variar com a taxa de mutação do
processo. Explorando a multifractalidade constatamos que a mesma sofre variação devido
a taxa de mutação, observamos também que a mesma é devido às múltiplas correlações
para flutuações pequenas e grandes no processo estocástico associado.

Palavras-chave: Heterogeneidade Espacial. Multifractalidade. Dinâmica Populacional
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Abstract
In this work, we study a computational model in which a community is composed of species
that compete and evolve in an environment with spatial heterogeneity, subject to a trade-
off relationship in their efficiency in the use of resources. The distribution of resources
is responsible for spatial heterogeneity, being carried out through fractal landscapes
constructed using Fractional Brownian Motion, which allows roughness adjustment by
varying the Hurst exponent. To better understand the role played by spatial heterogeneity
and species mutation rate in the evolution of this community, we investigated the existence
of correlations in species diversity time series. To this end, we use Multifractal Detrended
Fluctuation Analysis (MF-DFA), a technique for describing time series characterized by
multiple scaling exponents. Our results show the presence of an anticorrelation in the
temporal evolution of species diversity. Not only that, but they also demonstrate that
this correlation can vary with the process mutation rate. Exploring multifractality, we
found that it suffers variation due to the mutation rate; we also observed that it is due
to multiple correlations for small and significant fluctuations in the associated stochastic
process.

Keywords: Spatial Heterogeneity. Multifractality. Population Dynamics.
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1 Introdução

1.1 Introdução
A ecologia, sendo a ciência que estuda o relacionamento do ser vivo com o meio

ambiente [3], tem uma das suas áreas de pesquisa como sendo a biodiversidade, que
pode ser definida como uma medida de uma dimensão instrumentalmente importante
dos sistemas biológicos [4]. Essa, por sua vez, vem sendo alvo de um longo debate no
âmbito ambientalista devido a sua importância para o manejo e sobrevivência de espécies
ameaçadas de extinção [5]. Com isso, temos como objetivo entender alguns aspectos de
uma medida ambiental, que é o número de espécies em um determinado ambiente ao longo
do tempo.

Podemos encarar o estudo da biodiversidade por meio das relações ecológicas, as
interações entre os seres e também com os recursos disponíveis no ambiente. Não é de
nosso interesse explorar todas as relações existentes neste trabalho, pois o estudo se limita
a indivíduos do mesmo nível trófico1, definimos então que a relação ecológica alvo será
a competição. Muitas vezes a competição pode ser compreendida pelo senso comum de
maneira semelhante apresentada na Figura 1. Como explicado por Townsend na seção 3.5
de sua obra [3], o que ocorre é uma competição por recursos na qual os indivíduos não
necessariamente se envolvem em disputas corporais diretas e predatória, para monopolizar
esses recursos.

Figura 1 – Cão-Da-Pradaria e pássaros disputam alimento.
Fonte: Tad Arensmeier, 2007.

Como bom exemplo podemos citar as ervas daninhas na produção de milho, pois
como afirma Gilmar Esmerini [6] "A diminuição do rendimento na cultura do milho devido
1 Posição na cadeia alimentar
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à competição estabelecida com as plantas daninhas pode atingir até 70%, dependendo da
espécie, do estádio fenológico da cultura, do grau de infestação, do tipo de solo e das
condições climáticas reinantes no período". Como ilustrado na Figura 2, trata-se de uma
competição pelos nutrientes da terra e não de um caso de parasitismo como nas plantas
exemplificadas em [7].

Figura 2 – Plantio de milho antes (a esquerda) e depois (a direita) da retirada de ervas
daninhas.

Fonte: Retirada da reportagem [6].

Contudo, foi com Darwin [8] que começamos a adquirir uma visão mais esclarece-
dora das raízes fundamentais da biodiversidade. À medida que as pesquisas avançaram, a
compreensão acerca de temas como evolução, mutação, hereditariedade e adaptação [9,10]
trouxeram respostas sobre a causa da diversidade das espécies. Entender como a variabili-
dade causada pelas mutações atuam sobre um ecossistema, bem como seu relacionamento
com diferentes tipos de recursos, por meio do processo da radiação adaptativa, pode ser
de grande contribuição para o estudo da biodiversidade.

A natureza apresenta certos padrões seja em sua anatomia [11], distribuições [12]
ou formato costeiros [13]. Podemos assim dizer que existe uma certa complexibilidade,
e algumas dessas apresentam uma auto-similaridade sobre uma determinada escala. A
esse padrão ou complexibilidade damos o nome de fractalidade. Um exemplo clássico da
fractalidade é a curva de Koch (Figura 3), que pode ser vista como um floco de neve que,
quando aumentamos a escala nas suas bordas vemos um mesmo padrão repetidamente.
Pode-se expandir a teoria para uma multifractalidade, pois partes diferentes do objeto
em estudo podem conter diferentes graus de auto-similaridade e oferece ferramentas
matemáticas poderosas para descrever e compreender padrões complexos que ocorrem em
diversos contextos, desde figuras a séries temporais.
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Figura 3 – Representação da curva de Koch, que exibe autossimilaridade em diferentes
escalas.

Fonte: Tad Arensmeier, 2007 .

Visamos nessa dissertação simular um ambiente com competição por recurso, em
um ambiente com heterogeneidade na distribuição de recursos. Investigaremos a va-
riação temporal da diversidade das espécies por meio de séries temporais. Para isso
utilizaremos um método de análise multifractal, o Multifractal Detrended Fluctuation
Analysis (MF-DFA). Também faremos uma análise de correlações dessas séries utilizando
o método DFA, em que foi desenvolvido um código em Python para a imple-
mentação do mesmo. Assim como o código do MF-DFA, os gráficos contidos
nessa dissertação foram realizados como produção própria com a lingugem de
programação Python. Para a realização da dinâmica foi produzido um código
em Fortran 2018, devido ao seu poder computacional, para assim termos
uma optimização do tempo.

1.2 Divisão da dissertação
Esta dissertação está dividida em cinco capítulos, a saber: Introdução, Revisão de

Literatura, Modelo Computacional, Resultados e Considerações Finais.

No Capítulo 1 - Introdução, apresenta-se ao leitor um breve esboço do que funda-
menta e se trata esta dissertação.

No Capítulo 2 - Revisão de Literatura, não se resume apenas a um estado da arte,
mas se dedica a justificar as metodologias utilizadas. Além disso, serão apresentadas
outras abordagens em dinâmica populacional, acompanhadas de uma breve introdução ao
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método analítico adotado.

No Capítulo 3 - Modelo Computacional, encontra-se o cerne desta dissertação.
Aqui, não apenas o modelo computacional é descrito, mas também são apresentados os
conceitos que o embasam. Vale destacar que esse capítulo será dividido em duas partes: a
primeira abordará o modelo de dinâmica populacional, responsável pela geração do objeto
de pesquisa; a segunda explorará o método de análise proposto, MF-DFA.

No Capítulo 4 - Resultados, serão exibidos os resultados obtidos, acompanhados
de uma breve explicação sobre cada um deles.

No Capítulo 5 - Considerações Finais, serão apresentadas as conclusões dos resulta-
dos.



2 Revisão da Literatura

Podemos datar o pensamento de um manejo populacional desde a antiguidade, seja
para remanejar tropas militares, controlar doenças ou até mesmo controle alimentar de
uma região. No entanto, na modernidade podemos pontuar o pequeno exercício proposto
por Fibonacci em seu livro Liber Abaci :

Colocado um casal de coelhos num local confinado e mesmo com reproduções de
casais mensalmente e seus descendentes também, como estimar a população de coelhos do
ambiente em 1 ano ?

Pode-se observar a solução para os 5 primeiros meses esquematizado na Figura 4.
Esse pequeno exemplo pode ilustrar duas coisas: uma delas é o que hoje conhecemos como
uma sequência Fibonacci e a outra é a dinâmica populacional, que de forma simples pode
ser representada pelo ramo da ciência que estuda as variações temporais de características
das populações biológicas.

Figura 4 – Figura representativa do exercício da reprodução de coelhos proposto por
Fibonacci, na qual o eixo da esquerda simboliza o número de meses e o da
direita os pares de coelhos naquele mês, retirada de [1].

Muito embora o primeiro exemplo citado leve unicamente em consideração o
tamanho populacional, desde os primórdios, essa não é a única característica considerada
ao estudar a dinâmica populacional. Podemos mencionar aqui o estudo de [14], que
analisou a mortalidade e natalidade de uma população no século XVII. Embora esse dado
seja apenas um estudo, a sua importância reside no próprio estudo, não sendo apenas isso
que mostram as evidências históricas, nas quais o trabalho serviu como base para [15]
incorporar os primórdios da taxa de natalidade, probabilidade de morte em cada idade,
bem como influências na economia, como a equação para seguro de vida usando às taxas
de mortalidade.

Muitos atribuem a Thomas Malthus ser o pai dessa área, sendo seu exemplo do
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tamanho populacional e produção de alimentos sua teoria mais conhecida. No entanto,
como mostra [16], a contribuição de Malthus trata-se muito mais de um legado do que um
fato. Por exemplo, a ideia de que o crescimento da população seguiria um crescimento
geométrico não foi algo criado por ele, mas sim já tinha sido teorizado por Euler [17]. No
entanto, é inegável a sua contribuição em forma de inspiração para as gerações seguintes.

A denominada catástrofe Malthusiana é uma representação das constatações de
Malthus sobre o crescimento populacional e alimentos, como mostra a Figura 5. No
entanto, essa análise se torna um pouco limitada, visto que desta forma separamos essas
duas variáveis. Como foi mostrado ao longo da história, a capacidade de produção de
alimentos não seguiu os modelos estipulados por Malthus, devido à revolução agrícola e
à criação de fertilizantes e defensivos agrícolas [18]. Logo, é de se pensar que essas duas
variáveis devem andar juntas: o crescimento populacional e os recursos presentes. Ao
pensar nesse caso, o matemático belga Pierre-François Verhulst, em [19], faz uma pequena
indagação:

“Como se sabe, o célebre Malthus estabeleceu como princípio que a população
humana tende a aumentar em progressão geométrica, de modo a duplicar após um deter-
minado período, por exemplo, a cada vinte e cinco anos. Esta proposição é incontestável,
se negligenciarmos a dificuldade cada vez maior de obter provisões depois de a população
ter adquirido um certo grau de aglomeração; ou [se negligenciar] os recursos de que a
população recorre para o seu crescimento, mesmo quando a sociedade ainda está na sua
infância - tais como uma maior divisão do trabalho, a existência de um governo regular e
os meios de defesa que asseguram a tranquilidade pública, etc.”

Figura 5 – Representação da catástrofe Malthusiana realizada por meio de uma simulação
computacional onde o crescimento populacional cresceria em Progressão Geo-
métrica e em contra partida a produção de alimentos cresceria em Progressão
Aritmética.

O que levou à criação da Equação logística de Verhulst,
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dP

dt
= rP (1 − P

K
), (2.1)

onde a variação da população depende de uma taxa de crescimento r, do número populaci-
onal P no instante de tempo t e impõe uma taxa de carga K, que representa a capacidade
populacional do sistema, pode ser comparado com a progressão geométrica, como mostra
a Figura 6, visto que a mesma introduz um limitador no crescimento de populações. A
eficácia do método pode ser aferida em casos experimentais, como [20], no entanto, sua
maior utilização e exploração vieram décadas depois, com a Equação de Lotka-Volterra,

dx

dt
= αx − βxy,

dy

dt
= δxy − γy,

(2.2)

em que
x: População da presa;
y: População do predador;
dx
dt

: Taxa de variação da população da presa em relação ao tempo;
dy
dt

: Taxa de variação da população do predador em relação ao tempo;
α: Taxa de crescimento intrínseca da presa na ausência de predadores;
β: Taxa de predação, ou seja, quanto a presa é capturada e consumida pelo predador por
unidade de tempo;
δ: Taxa de reprodução dos predadores por unidade de presa consumida;
γ: Taxa de mortalidade intrínseca dos predadores na ausência de presas.

Figura 6 – Representação gráfica dos modelos Logístico (A) e Geométrico (B).

Embora o principal estudo de Alfred James Lotka tenha sido em relação à fertilidade
da população masculina e suas consequências na pirâmide populacional, ele também
desenvolveu estudos no campo de pesquisa da dinâmica populacional voltados agora para
uma relação ecológica existente no sistema, como a predação. Em seu exemplo inicial,
analisou a interação entre herbívoros e plantas, ou recurso e consumidor como mostra [17].
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Ao analisar o sistema, percebeu que, mesmo podendo variar ao longo do tempo, o sistema
chega a um ponto de equilíbrio, mesmo podendo variar ao seu redor, que ele denominou de
estado estacionário, conforme mostra a Figura 7. Na mesma época, o físico Vito Volterra,
ao analisar dados de peixes, chegou a uma Equação semelhante à de Lotka, o que fez
ambos darem o nome a tal equação de equações de Lotka-Volterra, como mostra a Equação
2.2, onde demostra a interação de uma presa e um unico predador.

Figura 7 – No primeiro gráfico (A) é mostrado a solução das equações 2.2. No segundo
gráfico (B) é o diagrama de fase das populações de presa e predador.

Caso utilizássemos as equações de Lotka-Volterra para modelar um sistema no
qual houvesse evolução, a criação de novas espécies implicaria em um grande número
de Equações Diferenciais Ordinárias (EDO). Podemos verificar o caso da Equação 2.3,
que modela um sistema com 4 presas e 2 predadores, o que gerou 7 equações. Quando
pensamos em um sistema com altas taxas de mutação esse número pode chegar muito
facilmente a mais de cem presas no sistema, o que teria um custo computacional muito
grande. Além do mais, com essas equações não poderíamos acrescentar a importância da
heterogeneidade do ambiente no processo evolutivo.
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dx1

dt
= α1x1 − β11x1y1 − β12x1y2

dx2

dt
= α2x2 − β21x2y1 − β22x2y2

dx3

dt
= α3x3 − β31x3y1 − β32x3y2

dx4

dt
= α4x4 − β41x4y1 − β42x4y2

dx5

dt
= α5x5 − β51x5y1 − β52x5y2

dy1

dt
= δ11(x1 + x2 + x3 + x4 + x5)y1 − γ1y1

dy2

dt
= δ21(x1 + x2 + x3 + x4 + x5)y2 − γ2y2

(2.3)

A dinâmica populacional pode advir de vários fatores causadores como pandemias
[21], êxodo [22], fatores climáticos [23], dentre outros. Em nosso estudo buscamos simular
um ambiente com competição, conceito este advindo das relações ecológicas. Quando
mencionamos relações ecológicas, nos referimos à maneira de interação entre os meios
bióticos e abióticos, a qual se desdobra em vários tipos como Comensalismo, Mutualismo,
Parasitismo, Predatismo, Competição, etc. [24], fazendo assim ocorrer uma certa dinâmica
em um ambiente, seja por extinção e criação de novas espécies. Dentre os modelos de
relações ecológicas, é necessário saber diferenciar dois modelos: Predatismo e Competição.
Embora em conceitos gerais ambos se pareçam, encaramos Predatismo como um sistema em
que existe uma espécie que poderá utilizar-se de outra como alimento. Já na Competição,
a espécie se alimenta de um recurso presente no ambiente. À primeira vista, parece o
mesmo conceito, porém, podemos citar um exemplo de predatismo como um lobo e uma
ovelha coexistindo no mesmo ambiente, o que vai gerar uma clara predação. No entanto, se
introduzida outra espécie de lobo do mesmo nível de predação já existente, a ovelha passa
a ser um recurso a ser disputado entre os dois predadores, caracterizando uma relação de
competição. De modo semelhante, podemos aplicar isso às plantas em uma floresta, que
em conjunto disputam os recursos naturais presentes no solo, assim formando um dado
recurso no ambiente.

Há uma gama de modelos de dinâmica populacional existentes, mesclando diversas
abordagens e métodos de análises. Buscamos entender as características e propriedade na
diversidade temporal de um dado ecossistema. Isso nos leva à utilização de um modelo
computacional desenvolvido por Sara Lucia Castillo Daza em sua tese de Doutorado [25],
no qual utiliza-se uma modelagem baseada em simulações de um ecossistema com estrutura
espacial na qual as espécies competem por recursos num ambiente heterogêneo. A sua
dinâmica incorpora aspectos biológicos como morte e reprodução, na qual a radiação
adaptativa tem um papel fundamental na introdução da mutação e consequentemente de
evolução, dando origem a diversidade de espécies.
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2.1 Radiação adaptativa
Como introduzido por Darwin em sua mais conhecida obra [8], a radiação adaptativa

é um conceito que relaciona a diferença entre espécies com a característica dos recursos e a
adaptação para a utilização do mesmo. No entanto, aqui se faz necessário uma ressalva para
não haver entendimento como algo próximo a um Lamarckismo1. Entende-se que ao nascer
com uma dada habilidade ou modificação, o indivíduo tem naturalmente uma facilidade em
se desenvolver e reproduzir em um ambiente com um dado recurso. Por exemplo, pássaros
com bicos diferentes apresentam alimentações diferentes [27], essa diferença se dá não por
uma adaptação desenvolvida ao longo da vida e sim por uma adaptação proveniente de uma
característica herdada dos antepassados ou proveniente de uma alteração genética por um
processo de mutação, a qual diferencia o mesmo dos demais da região. A aplicabilidade da
radiação adaptativa vem sendo testada em uma gama de modelos, sejam eles matemáticos,
computacionais ou experimentais com populações de diversas espécies [2, 28, 29], pois
entende-se que essa relação entre espécies e ambiente [30–32] tem grande importância para
o manejo ambiental e a sua preservação.

Segundo Darwin [8], a evolução se dá por meio de uma relação espécie-recurso. É
de extrema importância uma maneira consistente a qual se maneja esse recurso em suas
quantidades e distribuição. No modelo proposto em [25], a distribuição de recurso se dá
utilizando o Movimento Browniano Fracionário (MBF), no qual a quantidade de recurso
em um dado sítio está relacionada com a quantidade daquele recurso nos sítios vizinhos
(veremos mais detalhes sobre a implementação do MBF na seção 3.1.3). A escolha desse
método se dá pela possibilidade de controle da correlação entre os incrementos e pela
sua larga usabilidade na literatura como forma de distribuição [33]. Por outro lado, o
MBF mantém a heterogeneidade do ambiente, fator esse muito importante no manejo e
manutenção de espécies como mostra [34,35].

2.2 Reprodução
Em nosso trabalho, conforme previamente delineado, almejamos incorporar os princí-

pios biológicos fundamentais em nossa simulação computacional. No entanto, deparamo-nos
com a variedade de modelos de reprodução e crescimento populacional à nossa disposição.
Estes abrangem desde a renomada Equação Logística até as complexas Equações de
Lotka-Volterra. Todavia, para atender às necessidades de nossa pesquisa e estabelecer uma
relação adequada com os recursos disponíveis em nossa rede, concluímos que o Modelo de
Monod se mostra a escolha mais pertinente e apropriada.
1 Teoria criada no séc. XIX, pela qual se explica a evolução dos seres vivos pela influência das variações

do meio sobre o comportamento e sobre os órgãos, o lamarckismo supõe a herança dos caracteres
adquiridos [26].
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Criada pelo bioquímico Jacques Monod, ganhador do Prêmio Nobel de 1965, em
seu artigo [2], demonstra a relação do crescimento populacional de microbactérias em
relação ao substrato, ou seja, em relação aos recursos disponíveis no ambiente. Ao analisar
o crescimento da população, Monod observou que o crecimento das populações se dividiam
em 6 fases como mostra a Figura 8 sendo elas :

• Fase de Latência: Esta fase inicial é caracterizada pela ausência de crescimento
populacional.

• Fase de Aceleração: Nesta etapa, o crescimento populacional começa a se manifestar.

• Fase Exponencial: Aqui, o crescimento atinge seu ponto mais acentuado e notável.

• Fase de Retardo: Esta fase marca o início da desaceleração do crescimento, cami-
nhando em direção a um estado estacionário.

• Fase de Estagnação: Trata-se de uma fase estacionária, na qual os indivíduos tendem
a saturar os recursos disponíveis no ambiente.

• Fase de Declínio: É a fase de declínio na população, resultado do esgotamento dos
recursos no ambiente.

Essas fases podem variar ou mesmo desaparecer dependendo do sistema, como a
Fase de Latência que pode ser mínima com alta taxa de reprodução ou a ausência da Fase
de Declínio com recursos em constante reposição.

Figura 8 – Simulação computacional do crecimento bacteriano baseado em [2].

Analisando isso, Monod conjecturou que o crescimento pode ser dado por uma
EDO de primeira ordem dada por:
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dx

dt
= µX. (2.4)

Como o crescimento da população depende dos recursos, ao analisar o termo µ da
Equação 2.4, podemos interpretá-lo como a taxa de crescimento ou taxa de reprodução do
sistema. Ao investigar essa taxa de crescimento em relação à concentração de recursos
disponíveis, conforme ilustrado na Figura 9, Monod afirmou em seu trabalho [2] que é
conveniente e lógico adotar uma Equação hiperbólica para descrever esse sistema. Portanto,
obtemos a Equação de Monod:

µ = µmax · R

K + R
. (2.5)

Figura 9 – Simulação computacional da taxa de crecimento em função da disponibilidade
de recursos baseado em [2].

Uma contribuição importante da Equação de Monod é a introdução da constante
K que, fazendo uma rápida manipulação onde R = K, verificamos que essa constante
representa o valor necessário do substrato para limitar ou reduzir em 50% a taxa máxima
de crescimento, como explica [36], assim a denominamos de Constante de Meia Saturação
(KMS).

A KMS é um elemento fundamental para o nosso estudo, visto que a mesma
expressa o quão hábil a população é boa na utilização de um determinado recurso. Indo
além, como mostra [37, 38], temos KMS diferentes para diferentes espécies. Logo, em
nosso caso optamos por definir uma espécie como sendo o grupamento de indivíduos que
possuem as mesmas KMS.
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2.3 Lei de Liebig
Podemos representar a Lei de Liebig por uma simples analogia do barril de tábuas,

no qual temos um barril com tábuas de diferentes tamanhos, e ao tentar encher tal
barril percebemos que não importa o tamanho das tábuas maiores pois percebemos que o
nível da água sempre ficará no topo da menor tábua, ou seja, temos um fator limitante
de crescimento no menor ente existente no sistema (a Figura 10 permite uma melhor
visualização deste exemplo).

Figura 10 – Analogia do barril Lei de Liebig.

Muito embora a Lei de Liebig seja enunciada como: “O crescimento de determinado
sistema biológico depende da quantidade mínima de recursos presente para sua reprodução”
seja realmente verdade, falta uma parte do enunciado a qual é proposto por [39]. Assim
a frase completa seria “O crescimento de determinado sistema biológico depende da
quantidade mínima de recursos presente ou grau de condição que existe na menor proporção
daquela necessária para a reprodução”. A vista de mais desatentos isso pode ser meramente
semântico porém será de bastante utilidade na subseção 3.2.2.

Embora a Lei de Liebig tenha sido formulada para plantas, temos análises e estudos
que se utilizam da mesma para trabalhos em espécies e comunidades em geral [40–42].
Como levantado por Q. Paris [43], muitas das críticas a lei tratam-se de mera falta de
entendimento na interpretação da mesma por alguns. Vale ressaltar que a mesma é
comumente utilizada para cálculos sobre a Equação Michaelis-Menten [44] que dadas as
proporções se assemelha a lei de Monod.

2.4 Trade-off’s
Antes de expor o conceito a seguir, convido o leitor a um momento de experimento

mental. Ao longo da vida, é comum deparar-se com situações em que existem limitações
naturais em detrimento de outra ação, como, por exemplo, o exercício físico e o fôlego ou
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a direção de veículos e o uso de aparelhos eletrônicos ao mesmo tempo2. Uma vez que
ao executar uma, a outra perde em eficiência [45], ou até mesmo os benefícios de uma
medicação e seus feitos colaterais, todos os exemplos citados seguem a mesma lógica: a
limitação de um sistema binário em relação a um de seus elementos. E é essa limitação
que trataremos.

Paul Samuelson, agraciado com o Nobel de Economia em 1970, introduziu o
conceito do trade-off TO como um elemento de escolha mediante a uma dada limitação.
Tem-se como o exemplo clássico de Samuelson entre produção de canhões ou manteiga.
Embora inicialmente pareça esdrúxulo trata-se da gestão do dinheiro público, por um
lado poderia-se subsidiar a produção de manteiga de um país com todo o recurso público
disponível, por outro lado, faltará verba para a proteção territorial. Podemos trazer essa
analogia para um exemplo brasileiro na forma da PEC 241/2016, mais conhecida como teto
de gastos, que determina um limite para as contas públicas, logo as escolhas de alocação de
recursos se tornam inevitáveis. Então pode-se entender que TO trata-se de uma alocação
de esforço ou energia devido a uma limitação do sistema.

Em termos biológicos, o TO atua como um limitador na alocação de energia para
processos fisiológicos [46], devido ao fato que os organismos vivos não são bons em todas
as suas ações e utilizações de recursos. Podemos citar como exemplo a imunidade durante
o estado de reprodução de organismos, como mostrado no casos dos insetos [47] ou em
plantas [48].

Como será mostrado na subseção 3.2.2, utilizamos um modelo mais simples de TO,
sendo este fixo espacialmente e temporalmente, ou seja, independente do local, indivíduo
ou tempo. O TO permanece imutável nesse modelo pois não é de nosso interesse nesta
dissertação discutir a ação do TO sobre o nosso sistema, mesmo sabendo que o mesmo
pode provocar mudanças significativas nos resultados. Porém é interessante mencionar que
há modelos de TO não fixos, como mostra [49]. Os motivos pelos quais se torna necessário
a utilização do TO também serão discutudos na subseção 3.2.2.

2.5 Fractalidade em séries temporais
Nos resultados apresentados em [25], demonstra-se o comportamento da diversidade

de espécies ao longo do tempo. Com isso, é realizada uma análise utilizando exponenciais
estendidas na qual foi verificada que a diversidade de espécies carrega uma memória. A
partir desses resultados, buscamos entender que tipo de memória é essa e explorar novas
propriedades do sistema. Alguns estudos incorporam, juntamente às exponenciais, estudos
sobre correlações de longo alcance [50, 51], o que nos levou a procura de um método
2 Vale ressaltar que isso configura uma infração de trânsito gravíssima pelo Art. 252 do Código de

Trânsito Brasileiro.
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que pudesse dar base para a nossa pesquisa. Um dos métodos para análise desse tipo
em séries temporais que vem sendo utilizado recorrentemente na literatura é conhecido
como MF-DFA, devido à sua capacidade de detecção de diferentes correlações de longo
alcance para flutuações de amplitudes diversas em séries temporais com múltiplos regimes.
Podemos verificar em alguns artigos seu estudo junto a exponenciais esticadas em várias
áreas, como mercado financeiro e física do estado sólido [52,53]. No entanto, a relação entre
as duas análises não será feita durante a Dissertação, apenas utilizada como motivação
para a análise a ser realizada.

Em algumas séries, não é tão simples detectar um único expoente de escala
(dimensão fractal) [54, 55]. Isso pode ocorrer devido à diferença entre as partes das
séries. Podemos interpretar a multifractalidade como uma escala de tons de cinza de
dimensões fractais, conforme mencionado por Zamir [56]. Assim, multifractralidade é
uma característica de sistemas que são descritos por múltiplos expoentes de escala. Em
geral, a intensidade da multifractalidade depende de alguns parâmetros do sistema como
mostram estudos de diferentes sistemas físicos, como em Física da Matéria Condensada,
onde a largura do espectro de singularidade e, consequentemente, o caráter multifractal das
flutuações da condutância em nanoestruturas, pode variar com a energia do sistema [57], ou
com a temperatura [58]. Em um contexto diferente, em matéria ativa, especificamente na
dinâmica de grupos de peixes conhecidos como Zebrafish interagentes apresentam flutuações
na polarização asssociada ao movimentos dos mesmos, e tais flutuações apresentam
comportamento multifractal mais forte (mais fraco) quando a densidade de peixes diminui
(aumenta) [59]. Em geral, podemos dizer que a multifractalidade associada às flutuações
de um parâmetro físico dependem de fatores externos que têm influência sobre o sistema
em estudo, como também indicam os resultados deste trabalho.

O MF-DFA teve seu desenvolvimento inicial com base no DFA, no qual o
MF-DFA se diferencia na utilização de múltiplos expoentes de escala (momentos) ao invés
do único utilizado pelo DFA, sua primeira aplicação foi na organização do DNA [60], onde
uma série temporal foi produzida a partir dos nucleotídeos, denominada de DNA Walk [61].
Foi demonstrado que as flutuações da série dependem da escala de acordo com uma lei
de potência; isto será melhor compreendido após a apresentação do MF-DFA na Seção
3.4. Isso culminou na publicação [62], na qual é apresentado o método e suas implicações.
Embora tenha vindo de uma motivação biológica, podemos encontrar trabalhos utilizando
o método em diversas áreas, como mercado financeiro [63], medicina [64], ecologia [65],
previsão do tempo [66], entre outros; podemos salientar também a utilização da multi-
fractalidade como um indicador ecológico, como mostra [67,68], assim como a utilização
do mesmo como meio de estatística espacial como mostra [69] e outros estudos nos quais
mesmo não utilizando o método multifractal se propõe ao estudo da auto-similaridade na
distribuição de espécies [70].
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O MF-DFA não é o primeiro método de análise multifractal para séries temporais.
Antes dele, temos outros métodos, como o Wavelet Transform Modulus Maxima (WTMM)
[71], por exemplo. Este método trabalha utilizando ondaletas nos quais detecta os pontos
de maior magnitude, porém o mesmo acabou mostrando-se, de certa maneira, de difícil
implementação e de lenta execução para longas séries temporais. O MF-DFA, por sua
vez, mostrou-se o mais adequado para a abordagem proposta. Neste trabalho, foi criado
um script desenvolvido em Python para a análise das séries temporais.



3 Modelo Computacional

Esse capítulo propõe-se a explicar de maneira detalhada o modelo computacional
na qual essa dissertação se baseia. Foi construído um modelo no qual é estabelecido uma
relação de competição entre as espécies.

3.1 Ecossistema

3.1.1 A Rede

Definimos o local do ecossistema sendo uma rede quadrada de lado L e tamanho
N onde N = L × L, com condição de contorno periódica (Figura 11). Nesse caso a
periodicidade se faz necessária para manter a continuidade de interações do ecossistema.

Figura 11 – Representação de uma rede com N = 8 × 8 sítios.

3.1.2 Sítio e vizinhos

O ambiente é definido como o espaço geográfico onde um ou mais indivíduos de
uma espécie residem. Dentro desse contexto, é possível descrever o ambiente como cada
sítio da rede, que pode estar ocupado ou desocupado, representando a presença ou ausência
de um único indivíduo.

Assim como em ecossistemas reais, é incontestável que um único indivíduo não seja
o único presente em toda a extensão da rede. Por conseguinte, é de suma importância
caracterizar os indivíduos que se encontram nas proximidades de um sítio específico. Para
tanto, empregaremos a vizinhança de von Neumann com raio 1, na qual os indivíduos
contíguos são designados como vizinhos, como exemplifica a Figura 12.
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Figura 12 – Representação dos vizinhos.

Como utilizamos condições de contorno periódicas, se faz necessário criar condições
especiais para os sítios localizados nas bordas da rede, como exemplificado na Figura 13.

Figura 13 – Representação da condição de contorno para os vizinhos.

3.1.3 Distribuição de recursos

Conforme mencionado anteriormente, a dinâmica do sistema é fundamentada em
uma relação ecológica de competição, na qual o recurso desempenha um papel de extrema
importância nessa interação entre os indivíduos. Tendo isso em consideração, a forma
que os recursos são distribuidos na rede é um ponto fundamental da dinâmica. Nesse
sentido, para ser possível contemplar a heterogeneidade dos recursos empregamos o método
Movimento Browniano Fracionário (MBF). Ao contrário do movimento browniano clássico,
MBF estabelece ligações entre os incrementos, como descrito em [72].

No MBF, os incrementos têm distribuição normal com média zero e variância dada
por:

var(Y (x2) − Y (x1)) ∝ |x2 − x1|2H . (3.1)

O expoente de Hurst, H, pode assumir valores no intervalo 0 < H < 1, sendo
subdivididos em três intervalos que ditam o comportamento dos incrementos.
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• H < 0.5 - Anti-Correlacionado (relevos se tornam mais rugosos quando H → 0)

• H = 0.5 - Descorrelacionado

• H > 0.5 - Correlacionado (relevos se tornam mais suaves quando H → 1)

A figura abaixo mostra uma representação das distribuições de um recurso para
uma rede de tamanho L = 512:

(a) H=0.01 (b) H=0.5

(c) H=0.99

Figura 14 – Representação da distribuição dos recursos para uma rede de L = 512 com
expoente de Hurst indicado nas legendas de cada gráfico.

A quantidade de recursos em cada sítio, em princípio, pode ser muito grande.
No entanto, para fins de estudo, podemos delimitar a mesma para uma quantidade fixa,
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denotando o recurso como Rl,j, onde j corresponde ao sítio no qual aquele recurso está
presente e l é a posição daquele recurso entre os n recursos presentes no sítio.

3.2 Indivíduo
Iniciamos a nossa dinâmica preenchendo a rede completamente com indivíduos da

mesma espécie.

3.2.1 Morte

Nesse trabalho optamos pela maneira mais simples de tratar a morte de um
indivíduo da rede, logo todos indivíduos tem uma probabilidade de morte fixa em m=1%.

3.2.2 Reprodução

A reprodução faz parte da vida de todo ser vivo, seja ela assexuada ou sexuada. Em
nosso modelo computacional utilizamos a reprodução assexuada. O modo matemático para
essa reprodução é por meio da Equação de Monod (2.5), onde assumimos que µmax = 1.
Desta maneira, se a quantidade de recurso no sítio for normalizada também para 1, o que
obtemos é uma Função Probabilidade de Reprodução (FPR) que denotaremos por:

f = R

R + K
. (3.2)

No entanto, como mencionado acima, em nosso sistema podemos ter inúmeros
recursos em um determinado sítio da rede e, como consequência, o surgimento de várias
FPR como mostrado abaixo :

fi,j = Rl,j

Rl,j + Kl,i

, (3.3)

onde os índices denotam:

• i = Espécie;

• j = Sítio;

• l = Recurso.

Ao adicionar novas FPR surge um problema de qual FPR escolher como a principal.
Estatisticamente seria possível escolher métodos como a média, mediana ou a moda para
solucionar esse problema, no entanto temos essa resposta de maneira biológica utilizando
a Lei de Liebig’s. Assim a FPR escolhida assume a forma final:
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fi,j = min

(
R1,j

R1,j + K1,i

,
R2,j

R2,j + K2,i

, ...,
Rn,j

Rn,j + Kn,i

,

)
. (3.4)

3.2.3 Mutação

Como já fora discutido anteriormente, em nosso sistema caracterizamos a mutação
como sendo uma mudança nas constantes de meia saturação de uma determinada espécie.
No entanto há de se esperar que as mutações sejam graduais 1. Logo modelamos a mutação
no sistema por uma gaussiana de variância σ2 e média µ. Descrevemos os passos seguidos
durante o processo de mutação abaixo:

• É sorteada uma das KMS da espécie genitora;

• É estabelecida uma gaussiana com variância σ2 pré estabelecida e média µ igual ao
valor da KMS sorteada;

• É gerada uma nova KMS a partir da distribuição gaussiana mencionada no item
anterior;

• É feita a substituição da KMS da espécie original pela nova KMS, gerando assim a
nova espécie.

Apresentamos a esquematização desse processo na Figura 15.

Figura 15 – Representação do processo de mutação.

No entanto, nesse tipo de mutação surge um problema. Se em um suposto ramo
específico as mutações levassem sempre a valores menores de Kl,i, após um número razoável
de gerações a FPR da espécie tenderia a 1 em qualquer sítio da rede, como mostra a
Figura 16, onde foi simulado um caso especial com a condição que as mutações levassem
sempre a valores menores de Ki,j, um caso no qual as mutações ocorrem sem um TO
(caso geral) e outro caso no qual aplicamos um trade-off.
1 Assim como um lobo-ocidental não veio a se tornar um husky siberiano de uma geração para outra.
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Figura 16 – Simulação computacional da função de reprodução. Foram simulados três
casos: o primeiro denominado de caso geral foi simulado sem o TO como
esquematizado na Figura 15; no segundo simulamos o caso especial em que é
gerada uma espécie generalista; e o terceiro caso em que foi aplicado um TO.

Para contornar esse problema utilizaremos um TO durante o processo de mutação
com uma condição:

n∑
l=1

Kl,i = λ. (3.5)

Logo os novos passos da mutação serão :

• É sorteada uma das KMS da espécie genitora;

• É estabelecida uma gaussiana com variância σ2 pré estabelecida e média µ igual ao
valor da KMS sorteada;

• É gerada uma nova KMS a partir da distribuição gaussiana mencionada no item
anterior;

• É feita a substituição da KMS da espécie original pela nova KMS, gerando assim
um novo conjunto de KMS;

• As KMS da espécie são normalizadas para atender o critério da Eq. 3.5, dando
origem assim a uma nova espécie.

Assim o processo de mutação se torna como mostrado na Figura 17.
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Figura 17 – Representação do processo de mutação após a implementação do TO.

3.3 Dinâmica

3.3.1 Parâmetros do sistema

Assim como mostrado anteriormente, temos alguns parâmetros do nosso modelo
como a variância σ2 e média µ da distribuição gaussiana associada ao processo de mutação
e a taxa de morte. Outro parâmetro que ainda não foi mencionado é a taxa de mutação,
representada por ν, que se mantém constante para todos os indivíduos da rede.

Em nosso sistema contamos um passo de tempo quando o número de interações
sorteadas é igual ao número de sítios da rede. Assim, estatisticamente, é muito provável
que todos os sítios da rede sejam visitados durante a dinâmica do sistema. Abaixo
apresentamos os parâmetros utilizados.

• Taxa de morte: m =10−2;

• Taxa de mutação: ν = 10−ω Sendo (ω ∈ R+);

• Variância da gaussiana: σ2 = 10−2;

• Expoente de Hurst: 0 < H < 1;

• Tempo: t

3.3.2 Programa computacional

A dinâmica está representada na Figura18 de forma a ficar mais claro para o leitor.
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Figura 18 – Fluxograma do Programa computacional.
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3.4 MF-DFA
Alguns aspectos da multifractalidade e do método já foram abordados anteriormente

na Seção 2.5. Esta seção será dedicada a um tutorial sobre a aplicação do método.

Para empregar o método, é necessário inicialmente distinguir o tipo de série que
será analisada, conforme explicado por [62]. O MF-DFA deve ser realizado sobre uma
série temporal do tipo integrada e não sob uma série temporal ruidosa. Podemos entender
a diferença entre esses tipos de série ao considerarmos a cotação de ações: se obtivermos a
variação diária de uma determinada ação, teremos uma série ruidosa, enquanto que obter
o valor de fechamento da ação resultará em uma série integrada, como mostra a Figura 19.

Figura 19 – Variação diária das ações da Vale do Rio Doce (A) representando uma série
ruidosa e valor de fechamento das ações da Vale do Rio Doce (B), represen-
tando uma série integrada, obtidas via biblioteca yfinance da linguagem de
programação python.

Após a obtenção da série temporal integrada, de tamanho N , é necessário dividir
esta em caixas de mesmo tamanho s, totalizando um número Ns = int(N/s) de caixas.
Note que, dependendo dos tamanhos das caixas, haverá caixas não preenchidas totalmente
ao final da série temporal; essa caixa deverá ser descartada, conforme mostrado nas Figuras
20 e 21.
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Figura 20 – Série do valor de fechamento das ações da Vale do Rio Doce, dividida em
caixas com descarte de pontos no final da série.

Em seguida, consideramos a mesma série temporal, desta vez fazendo a contagem
das caixas “de trás para frente”, descartando os pontos que sobram no início da série, como
mostra a Figura 21, percorrendo a série duas vezes, com N2s caixas nas duas varreduras.

Figura 21 – Série do valor de fechamento das ações da Vale do Rio Doce, dividida em
caixas com descarte de pontos no início da série.

Com a divisão em caixas feita em ambas as séries, é necessário realizar um ajuste
polinomial em cada caixa, onde Yx simbolizará os pontos pertencentes à série temporal
e yx os pontos do ajuste polinomial. O grau do polinômio (m) determinará o grau do
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MF-DFA, como mostra a Figura 22, que mostra os mil primeiros pontos da série que
representa uma caixa.

Figura 22 – Mil pontos iniciais da série do valor de fechamento das ações da Vale do Rio
Doce, representando uma caixa, na qual é mostrado os ajustes polinomiais e
o seu respectivo grau.

Então, feitos os passos anteriores, podemos iniciar a parte algébrica do método, a
qual consiste em calcular a variância em relação ao ajuste, como mostra as Equações 3.6 e
3.7, na v-ésima caixa.

A Equação 3.6 representa o corte no final da série no qual são descartados os pontos
restantes no final da mesma.

F(v,s) = 1
s

s∑
i=1

(Y(v−1)s+i − y(v−1)s+i)2, v = 1, ..., Ns. (3.6)

A Equação 3.7 representa o corte no início da série o qual são descartados os pontos
restantes no início da mesma. Essa última equação pode ser implementada de algumas
maneiras. Uma delas é na qual as caixas realmente começem a ser contadas do final para
o início da série. A outra maneira, mais simples, é começar a contabilizar as caixas no
sentido inicio fim, no entanto, iniciando a contagem números de pontos que sobraram no
final da série mais um ponto.
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F(v,s) = 1
s

s∑
i=1

(YN−Nss+(v−Ns−1)s+i − yN−Nss+(v−Ns−1)s+i)2, v = Ns + 1, ..., 2Ns. (3.7)

Com as variâncias obtidas em todas as caixas, utilizaremos a Equação 3.8 para
obter as funções de flutuação Fq(s) de ordem q do MF-DFA.

Fq(s) =
[

1
2Ns

s∑
v=1

[F (v, s)]
q
2

] 1
q

. (3.8)

Esses procedimentos devem ser feitos várias vezes com diferentes tamanhos de
caixas s, sendo possível a visualização de que a relação Fq(s) e s seguem uma lei de
potência:

Fq(s) ∝ sh(q). (3.9)

Para a obtenção de h(q) é necessário o ajuste linear de Fq(s) x s em uma escala
log-log, onde a inclinação do ajuste é o h(q), o chamado expoente de Hurst generalizado,
como mostra a Figura 23:

Figura 23 – Gráfico representante da Eq 3.9, numa escala log-log com alguns valores de q
selecionados como mostra o gráfico.

Na Eq. 3.8, ao variar q, podemos obter a relação h(q) × q, como mostra a Figura
24. O mesmo pode ditar a multifractalidade e os graus de correlação do sistema. No
entanto, devemos ter cuidado ao fazer uma relação de multifractalidade e correlação pois,
como mostra [62], para ter certeza de que a multifractalidade é devida às correlações do
sistema e não a um resultado puramente matemático, deve ser feito um teste que consiste
no embaralhamento da série ruidosa, integração dessa série e realização do MF-DFA.
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Assim, a série perderá sua multifractalidade e terá h(q) ≃ 0.5, mostrando que o resultado
anterior não é puramente matemático. Vale ressaltar que o MF-DFA é uma generalização
do DFA, logo se utilizarmos o MF-DFA podemos selecionar apenas o resultado de q = 2
para assim obter o DFA e o grau de correlação do sistema. Uma vez obtido o resultado e o
grau de correlação do sistema o mesmo segue as mesmas escalas de correlação apresentadas
na Subseção 3.1.3, pois h(q) = h(2) = H, como mostra [62].

Figura 24 – Gráfico do expoente de hurst generalizado em função dos momentos, h(q) × q,
para a série do valor de fechamento das ações da Vale do Rio Doce.

Definimos uma série como monofractal quando h não varia com q; por outro
lado, ela é dita multifractal quando h tem uma dependência de q. No entanto, essa
multifractalidade pode ter diferentes intensidades. Temos algumas formas de aferir o quão
forte a mesma é. Uma forma é por meio do expoente de escala multifractal τ(q), definido
por:

τ(q) = qh(q) − 1. (3.10)

Podemos, assim, obter o gráfico de τ(q) × q, como mostra a Figura 25.
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Figura 25 – Gráfico do expoente de escala multifractal em função dos momentos, τ(q) × q,
para a série do valor de fechamento das ações da Vale do Rio Doce.

No entanto, se τ(q) for suficientemente suave, podemos obter um medidor de força
de singularidade α sendo definido por:

τ ′(q) = α. (3.11)

Assim, obtendo uma função para a quantificação da multifractalidade, o espectro
de singularidade D(α), que pode ser dado pela Eq. 3.12 ou pela sua representação gráfica,
como mostra a Figura 26:

D(α) = qα − τ(q). (3.12)

Figura 26 – Gráfico do espectro de singularidade em função do fator de intensidade de
singularidade, D(α) em relação a α, para a série do valor de fechamento das
ações da Vale do Rio Doce.
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Muitas vezes, o D(α) não é suficientemente claro visualmente devido à falta de
centralização das funções ou outros fatores. Nesses casos, utilizamos como recurso de
comparação a variação ∆α:

∆α = max(α) − min(α). (3.13)

O ∆α mede o quão aberta está o D(α), dessa forma podemos ter uma visão mais
clara de quão forte é a mutifractalidade.



4 Resultados

Neste capítulo mostraremos os resultados obtidos através das dinâmicas e análises
propostas. Também apresentaremos uma breve discussão desses resultados.

4.1 Série temporal
Para a obtenção dos resultados que mostraremos a seguir, utilizamos os conjuntos

de parâmetros apresentados na Tabela 1.

L 64|128 64|128 64|128|256 64|128|256 64|128|256 64|128|256 256 256
H 0.01|0.5|0.99 0.01|0.5|0.99 0.01|0.5|0.99 0.01|0.5|0.99 0.01|0.5|0.99 0.01|0.5|0.99 0.01|0.5|0.99 0.01|0.5|0.99
ω 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5

Tabela 1 – Parâmetros das séries temporais.

As séries temporais apresentadas nas Figuras 27 e 28 foram obtidas a partir da
dinâmica mostrada na Subseção 3.3.2. As mesmas mostram o número médio de espécies
ao longo do tempo, sendo obtidas verificando o número de espécies existentes na rede ao
final de cada passo de tempo.
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(a) L = 64, H = 0.01 (b) L = 64, H = 0.5

(c) L = 64, H = 0.99 (d) L = 128, H = 0.01

(e) L = 128, H = 0.5 (f) L = 128, H = 0.99

Figura 27 – Séries temporais da média do número de espécies obtidas através da dinâmica
contabilizando o número de espécies presentes na rede a cada passo de tempo.
Em cada Figura variamos a taxa de mutação ν = 10−ω. Os parâmetros H e
L são especificados nas legendas.
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(a) L = 64, H = 0.99 (b) L = 128, H = 0.99

(c) L = 256, H = 0.99

Figura 28 – Séries temporais do número obtidas através da dinâmica contabilizando o
número de espécies presentes na rede a cada passo de tempo. Em cada figura
variamos a taxa de mutação ν. Os parâmetros H e L são especificados nas
legendas.

Como podemos notar nas séries temporais mostradas nas Figuras 27 e 28, os
parâmetros que modificam de maneira significativa o comportamento das séries temporais
são o tamanho da rede e a probabilidade de mutação ν. Podemos também observar que
mesmo continuando a ter variações, as mesmas entram num estado estacionário ocorrendo
pequenas variações em torno de um valor médio. Nota-se que o grau de correlação do
relevo fractal, indicado pelo parâmetro H, não mostra-se tão influente nas séries temporais
e, como mostrado pelos resultados obidos, tão pouco na análise multifractal. Logo, nos
resultados que serão apresentados, a análise foi feita variando o tamanho da rede e o
expoente ν, e os resultados para os diferentes valores de H serão disponibilizados no
apêndice A.



CAPÍTULO 4. RESULTADOS 35

4.2 Parâmetros do MF-DFA
Na literatura podemos verificar que o parâmetro q não tem uma amplitude deter-

minada, assim podendo variar de -5 a 5 e -40 a 40 dependendo do problema ao qual é
aplicado. A escolha dos tamanhos de caixas, por outro lado, é um problema, pois diferentes
sistemas geralmente não possuem os mesmos comprimentos característicos.

O primeiro parâmetro a ser discutido é o tamanho mínimo de caixa s (ver Equação
3.8). Como podemos observar na Equação 3.7, o MF-DFA é feito com base numa variância
em relação a um ajuste polinomial. Existem séries temporais que apresentam períodos de
estagnação, o que nos leva a um problema matemático, quando q assume valores negativos
e a Equação 3.8 se torna uma divisão por zero. Assim a própria série temporal requer
um tamanho mínimo de caixa para que não caiamos nesse erro matemático. Em nosso
caso, isso pode ocorrer de duas maneiras. O primeiro caso dá-se quando não temos criação
e extinção de nenhuma espécie, e o segundo caso, podemos denominar de uma soma de
zeros na qual o número de espécies criadas é o mesmo de espécies extintas, logo teremos
uma estagnação na série temporal da diversidade.

Podemos mostrar estagnação utilizando um exemplo aplicado à economia como a
taxa Selic1, como mostra a Figura 29. Caso seja feito um corte na série temporal, veremos
a Figura 30, que mostra os dados da Selic no período de 22/03/2018 a 20/07/2019 e que
demonstra a não variação dos dados nesse período.

Figura 29 – Série temporal da taxa selic, obtidas via biblioteca bcb da linguagem de
programação python, por meio de uma API que coleta dados públicos dispo-
nibilizados pelo banco central.

1 A taxa Selic é a taxa básica de juros da economia, que influencia outras taxas de juros do país, como
taxas de empréstimos, financiamentos e aplicações financeiras. A definição da taxa Selic é o principal
instrumento de política monetária utilizado pelo Banco Central (BC) para controlar a inflação.
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Figura 30 – Dados selecionados no periodo de 22/03/2018 a 20/07/2019 da série temporal
da taxa selic, obtidas via biblioteca bcb da linguagem de programação python,
por meio de uma API que coleta dados públicos disponibilizados pelo banco
central.

Outro problema que temos é com o tamanho máximo de caixa, que ocorre devido
ao ajuste realizado na Equação 3.9. Como podemos perceber na Figura 23 para o valor
de q = −5, os pontos mais próximos a Log10(s) = 3.5 se desviam da tendência da reta,
fazendo assim o mal ajuste. Sendo assim, nosso sistema se limita a um valor de caixa
máxima e caixa mínima, e todos os nossos resultados serão obtidos respeitando essa regra
justificando a não utilização dos mesmos parâmetros em todas as séries temporais. Todos
os tamanhos de caixa para cada série temporal serão exibidos nas Tabelas 2, 3 e 4.
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4.2.1 Tabelas de parâmetros

ω 2 2.5 3 3.5 4 4.5
H=0.01 50 50 350 550 1000 5000
H=0.5 50 50 350 550 1000 5000
H=99 50 50 350 550 1000 5000

(a) Mínimo
ω 2 2.5 3 3.5 4 4.5
H=0.01 104,3 105 105 105 105 105

H=0.5 104,3 105 105 105 105 105

H=99 104,3 105 105 105 105 105

(b) Máximo

Tabela 2 – Tamanhos de caixas para L = 64.

ω 2 2.5 3 3.5 4 4.5
H=0.01 100 100 300 550 1000 5000
H=99 50 150 250 550 1000 5000
H=99 20 150 250 550 1000 5000

(a) Mínimo
ω 2 2.5 3 3.5 4 4.5
H=0.01 103,2 104,3 105 105 105 105

H=0.5 103,1 104,1 104,8 105 105 105

H=99 103,1 104,1 104,8 105 105 105

(b) Máximo

Tabela 3 – Tamanhos de caixas para L = 128.

ω 3 3.5 4 4.5 5 5.5
H=0.01 20 150 150 550 1100 5000
H=0.5 20 150 150 350 1500 5000
H=99 20 100 150 600 1500 5000

(a) Mínimo
ω 3 3.5 4 4.5 5 5.5
H=0.01 104 104,5 105 105 105 105

H=0.5 103.8 104,5 105 105 105 105

H=99 103,8 104,2 105 105 105 105

(b) Máximo

Tabela 4 – Tamanho de caixas para L = 256.
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4.3 DFA
Com as séries temporais obtidas, aplicamos o método DFA para a análise de

correlação predominante do sistema. Os resultados do DFA são obtidos através de uma
lei de potência segundo a Equação 3.9. Mostramos o caso para H = 0,01 na Figura 31.
Os demais resultados estão apresentados no apêndice A.1.

(a) L=64 (b) L=128

(c) L=256

Figura 31 – Gráfico da lei de potência 3.9 obtido pelo método DFA aplicado à série
temporal da diversidade de espécies. Com um expoente de Hurst fixo em
H = 0, 01, os tamanhos dos lados da rede L são descritos na legenda de cada
Figura.

A partir dos resultados expostos na Figura 31 podemos, por meio de um ajuste
linear, obter o valor do expoente de Hurst do sistema, que são mostrados na Figura 32. A
mesma mostra a variação da correlação, h(2), com a taxa de mutação ν para os tamanhos
de lado da rede.
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(a) L=64 (b) L=128

(c) L=256

Figura 32 – Gráficos de correlação em função do logaritmo na base dez da taxa de mutação
ν, obtidos através do método DFA aplicado à série temporal da diversidade
de espécies. O expoente de Hurst é mantido constante em H = 0.01, com os
tamanhos de lado da rede L indicados na legenda de cada gráfico.

Antes de analisarmos os resultados expostos na Figura 32 é preciso estabelecer a
intensidade da anticorrelação. Quanto mais próximo a 0.5, menor é a anticorrelação pois se
aproxima de um sistema aleatório ou descorrelacionado. Logo, podemos perceber na Figura
32 que ao aumentarmos a taxa de mutação o sistema tende a diminuir a anticorrelação.
Uma das possibilidades de explicação desse fenômeno são pelas frequências das variações
da série. Com taxa de mutações mais baixas tende-se a ter menos variações e quando as
mesmas acontecem tornam-se grandes quando comparadas a média da série. Para séries
com maior taxa de mutação as variações são mais frequentes, porém não se distanciam
muito da média da série quando pensamos em termos de proporção. Podemos citar um
exemplo para uma série de taxa de mutação alta se tivermos uma média de 120 espécies
e uma variação de 20 espécies de um passo de tempo para outro, isso representa uma
variação de 16%. Enquanto se tivermos uma série com média de 5 espécies e uma variação
de 2 espécies de um passo de tempo para o outro isso simboliza uma variação de 40%.
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Podemos generalizar o resultado do DFA para outros momentos com o MF-DFA
para assim verificarmos se o nosso sistema contém múltiplas correlações.

4.4 MF-DFA: Análise de Multifractalidade
Nesta seção apresentaremos os resultados obtidos através da aplicação do método

MF-DFA.

4.4.1 Expoente de Hurst generalizado h(q)

Na Figura 33 mostramos o expoente de Hurst generalizado, o mesmo pode dar um
indício da multifractalidade do sistema, caso apresente uma variação com os momentos q.

(a) L=64 (b) L=128

(c) L=256

Figura 33 – Gráficos do expoente de Hurst generalizado em função dos momentos, h(q)×q,
para a série temporal da diversidade de espécies. O expoente de Hurst é fixo
em H = 0.5 e os tamanhos de lado de rede L estão descritos na legenda de
cada gráfico.

Como podemos notar, há uma leve inclinação nas curvas. Logo, podemos inferir
que esse sistema pode apresentar multifractalidade. Ao alterar a taxa de mutação ν
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(representada pelo expoente ω nas legendas do gráfico) verificamos que a inclinação
do gráfico aumenta com o valor de ω, mostrando assim uma possível dependência da
multifractalidade com a taxa de mutação. Verificamos que esse comportamento se repete
para todos os tamanhos de redes.

4.4.2 Expoente de escala multifractal τ(q)

O Expoente de escala multifractal, τ(q), pode ser interpretado como uma maneira
mais clara de visualização de uma multifractalidade pela linearidade da função; quanto
mais linear menos a multifractalidade é atuante no sistema.

(a) L=64 (b) L=128

(c) L=256

Figura 34 – Gráfico do expoente de escala multifractal em função dos momentos, τ(q) × q,
para a série temporal da diversidade de espécies. Com expoente de Hurst fixo
em H = 0.5, os tamanhos de lado de rede L estão descritos na legenda de
cada gráfico.

A função τ(q) pode ser interpretada de maneira monofractal, ou com multifractali-
dade fraca, quando a mesma se aproxima de uma função afim, como podemos observar
nos casos para ω = 2 e ω = 2, 5 para as Figuras 34a e 40 e ω = 3 e ω = 3, 5 para a
Figura 34c. Por outro lado, se a função τ(q) apresentar uma curvatura, a mesma pode ser
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interpretada como tendo uma multifractalidade mais forte, como podemos verificar para
ω = 4 e ω = 4, 5 nas Figuras 34a e 40 e ω = 5 , ω = 5, 5 na Figura 34c.

4.4.3 Espectro de singularidade D(α)

O espectro de singularidade D(α) é o indicativo mais claro de multifractalidade,
do qual podemos obter um indicativo numérico da mesma, dada a abertura da parábola.
Em alguns sistemas pode ser clara a diferença de abertura da parábola de D(α), sendo
assim o conjunto de gráficos como os da Figura 35 suficiente para definir se um sistema é
mais ou menos multifractal.

(a) L=64 (b) L=128

(c) L=256

Figura 35 – Gráfico do espectro de singularidade em função do fator de intensidade de
singularidade, D(α) em relação a α, para a série temporal da diversidade das
espécies. Com expoente de Hurst fixo em H = 0.01, os tamanhos de lado de
rede L estão descritos na legenda de cada gráfico.

Podemos inferir a intensidade da multifractalidade por meio da abertura da parábola
do espectro de singularidade, D(α). No entanto, por muitas vezes parece um pouco confuso
e complicado a visualização da mesma somente comparando as abertura das parábolas



CAPÍTULO 4. RESULTADOS 43

nos gráficos apresentados na Figura 35. Isso nos levou a análise da largura do multifractal,
∆α como é mostrado na Figura 36.

(a) L=64 (b) L=128

(c) L=256

Figura 36 – Gráficos da variação da intensidade de singularidade ∆α em função do loga-
ritmo da taxa de mutação para a série temporal da diversidade das espécies.
Com expoente de Hurst fixo em H = 0.5, os tamanhos de lado de rede L
estão descritos na legenda de cada gráfico.

Antes de tomar alguma conclusão ou pretender supor alguma causa para os
fenômenos apresentados na Figura 35, precisamos aplicar o embaralhamento da série, para
assim termos certeza de que a multifractalidade da série é devida às múltiplas correlações
existentes no sistema. Como é possível perceber, os resultados seguem os mesmos padrões
para todos sistemas, independentes do tamanho da rede ou expoente de Hurst, logo,
faremos o teste apenas para um sistema generalizando o resultado para todos.
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(a) Expoente de Hurst generalizado h(q) (b) Espectro de singularidade D(α)

Figura 37 – Embaralhamento de série para a série com ν = 10−4,5, L = 64 e H = 0.1.

Ao obter o resultado do embaralhamento podemos perceber que a multifractalidade
diminui e o grau de correlação tende a ficar mais próximo do aleatório, h(q) = 0.5. Esse
comportamento mostra que a multifractalidade é devida aos múltiplos graus de correlação
existentes no sistema como mostra [62] na sua definição do MF-DFA.

Os resultados apresentados na Figura37 mostram que quando diminuímos a taxa
de mutação há um aumento da multifractalidade. Podemos relacionar esse resultado com o
obtido anteriormente, na Seção 4.3, que quando diminuímos a taxa de mutação aumentamos
o grau de anticorrelação. Podemos inferir que a anticorrelação e a multifractalidade
coexistem no sistema. A multifractalidade, neste caso, esta relacionada a presença de
múltiplas correlações para flutuações longas e curtas. Como menciona [62] para o caso
que a multifractalidade diminui com o embaralhamento, as correlações de longo alcance
são destruídas pelo procedimento de embaralhamento, assim, tornando a série com a
multifractalidade menos intensa.

O comportamento multifractal das séries temporais da diversidade está relacionado
à presença de diferentes correlações de longo alcance para flutuações mais fracas e mais
intensas. Dessa forma, além das séries serem anticorrelacionadas, conforme indicado
pelo valor do expoente de escala de F2(s), elas apresentam infinitos expoentes de escala,
associados às funções Fq(s) para valores reais q diferentes de 2, como podemos visualizar
no gráfico de h(q) na Figura 33. Além disso, observamos de maneira mais clara os
resultados da multifractalidade na Figura 36, que demonstra que a mesma apresenta uma
variação com a taxa de mutação ν, de forma que quando aumentamos a taxa de mutação
diminuimos a intensidade da multifractalidade no sistema.

Nas análises realizadas, notamos que à medida que a taxa de mutação ν diminui,
as séries passam de um regime descorrelacionado para anticorrelacionado, Figura 32, ao
mesmo tempo que apresentam uma multifractalidade mais forte, Figura 36. Sendo assim,
pode-se imaginar a existência de um mecanismo adjacente ao processo de competição
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por recursos que é mais intenso à medida que a taxa de mutação é reduzida e induz
anticorrelações de longo alcance e multifractalidade ao mesmo tempo no sistema.



5 Conclusão

Neste trabalho tivemos como objetivo principal entender melhor as propriedades
de um sistema em que espécies competem por recursos. Para isso utilizamos um modelo
computacional, introduzido previamente na literatura, com uma dinâmica baseada em
conceitos biológicos no qual podemos variar a heterogeneidade dos ambientes através da
distribuição de recursos. Além disso, o modelo possibilita o estudo da variabilidade das
espécies devido às mutações.

Em um estudo anterior desse modelo, uma análise do comportamento da distribuição
das flutuações da evolução temporal da diversidade indicou que o sistema possui memória
para probabilidades de mutação baixas. Portanto, é inerente que surjam perguntas devido
a esse resultado. Que tipo de memória é essa? Sobre qual outro aspecto essa memória
pode influenciar? O que pode significar em termos biológicos?

Para responder algumas dessas perguntas utilizamos o DFA e MF-DFA, que
consiste na análise de correlações de longo alcance em séries temporais.

No estudo do DFA podemos perceber um sistema anticorrelacionado para todas as
variações dos parâmetros utilizados. No entanto podemos perceber outro comportamento
comum, que é independente do expoente de Hurst H e do tamanho do lado da rede L, que
é a diminuição da anticorrelação quando aumentamos a taxa de mutação ν, aparentemente
seguindo uma escala linear quando visto em relação ao expoente de mutação ω.

No estudo do MF-DFA foi observado inicialmente uma variabilidade dos tamanhos
de caixas, mostrando que as frequências de variações do sistemas mudam drasticamente,
mostrando períodos de estagnação da diversidade. Além disso, foi constatado a diminuição
da multifractalidade quando aumentamos a taxa de mutação ν, sendo esse resultado
independente do expoente de Hurst H ou tamanho do lado da rede L.

Esse trabalho abre portas para diversas investigações como, por exemplo, o estudo
do efeito de se mudar a variância da distribuição utilizada para obtenção das constantes de
meia saturação das novas espécies sobre a multifractalidade. Essa mudança pode modificar
a intensidade da diferença entre as espécies após os eventos de mutação, podendo assim
levar a alterações no comportamento da série temporal. É possível também pensar em
análises de multifractalidade diversas, como explorar as fases estacionárias e de crescimento
da série temporal da diversidade, visto que ambas apresentam formas diferentes. Assim
como a utilização de outras ferramentas de exploração dos resultados obtidos como o do
parâmetro de inclinação r = αmax−α0

α0−αmin
, o qual indica quais tipos de flutuações dominam o

sistema, de curta ou longa escalas, onde α0 é pico de D(α).
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Outra continuação proposta para esse trabalho é diversificar as relações ecológicas.
Como primeiro passo poderia se pensar em um sistema com predação, pois podemos ter
um modelo mais cíclico de espécies com extinções mais frequentes trazendo assim uma
nova dinâmica ao modelo. Também podemos pensar nas modificações em relação ao
trade-off. Por exemplo, podemos introduzir um trade-off que relacione a sobrevivência dos
indivíduos com a dispersão no ambiente, tornando o modelo mais próximo da realidade.
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APÊNDICE A – Resultados

A.1 Resultados F2(s)

(a) L = 64, H = 0.01 (b) L = 64, H = 0.5 (c) L = 64, H = 0.99

(d) L = 128, H = 0.01 (e) L = 128, H = 0.5 (f) L = 128, H = 0.99

(g) L = 256, H = 0.01 (h) L = 256, H = 0.5 (i) L = 256, H = 0.99

Figura 38 – Gráfico da lei de potência 3.9 obtido pelo método DFA aplicado à série
temporal da diversidade de espécies, para vários expoentes de mutação ω
descritos nas legendas internas de cada gráfico. O expoente de Hurst H = 0.5
e os tamanhos dos lados da rede L estão descritos na legenda de cada figura.
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A.2 Resultados h(q)

(a) L = 64, H = 0.01 (b) L = 64, H = 0.5 (c) L = 64, H = 0.99

(d) L = 128, H = 0.01 (e) L = 128, H = 0.5 (f) L = 128, H = 0.99

(g) L = 256, H = 0.01 (h) L = 256, H = 0.5 (i) L = 256, H = 0.99

Figura 39 – Gráficos do expoente de Hurst generalizado em função dos momentos, h(q)×q,
para a série temporal da diversidade de espécies, para vários expoentes de
mutação ω descrito nas legendas internas de cada gráfico. O expoente de
Hurst H = 0.5 e os tamanhos de lado de rede L estão descritos na legenda de
cada gráfico.
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A.3 Resultados τ (q)

(a) L = 64, H = 0.01 (b) L = 64, H = 0.5 (c) L = 64, H = 0.99

(d) L = 128, H = 0.01 (e) L = 128, H = 0.5 (f) L = 128, H = 0.99

(g) L = 256, H = 0.01 (h) L = 256, H = 0.5 (i) L = 256, H = 0.99

Figura 40 – Gráficos do expoente de escala multifractal em função dos momentos, τ(q) × q,
para a série temporal da diversidade de espécies, para vários expoentes de
mutação ω descritos nas legendas internas de cada gráfico. O expoente de
Hurst e tamanhos de lado de rede L estão descritos na legenda de cada gráfico.
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A.4 Resultados D(α)

(a) L = 64, H = 0.01 (b) L = 64, H = 0.5 (c) L = 64, H = 0.99

(d) L = 128, H = 0.01 (e) L = 128, H = 0.5 (f) L = 128, H = 0.99

(g) L = 256, H = 0.01 (h) L = 256, H = 0.5 (i) L = 256, H = 0.99

Figura 41 – Gráficos do espectro de singularidade em função do fator de intensidade de
singularidade, D(α) em relação a α, para a série temporal da diversidade de
espécies, para vários expoente de mutação ω descritos nas legendas internas
de cada gráfico. O expoente de Hurst e tamanhos de lado de rede L estão
descritos na legenda de cada gráfico.
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