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Resumo

Neste trabalho, estudamos as propriedades criticas do XY definido em uma rede cibica simples
através da relaxag@o dindmica em tempos curtos. O sistema consiste de rotores planares, loca-
lizados nos sitios da rede. Os rotores sdo dotados de momento magnético e inércia rotacional.
Existe interacdo apenas entre os primeiros vizinhos. Uma vez que o modelo XY ndo possui
uma dindmica intrinseca, adicionamos ao hamiltoniano de interacdo do sistema um termo de
energia cinética rotacional para permitir uma dindmica hamiltoniana. Dessa forma, a evolugdo
dinamica do sistema foi obtida através da integracdo numérica das equagdes de movimento de
Hamilton. Empregamos um algoritmo simplético, baseado na decomposicao Trotter-Suzuki do
operador exponencial, para na integracdo do sistema de equacdes acopladas. No instante inicial
da simulagdo, t = 0, o sistema € preparado em um microestado completamente ordenado e sua
energia total € fixada em um valor na regido critica. Em seguida ele € liberado para evoluir e as
grandezas termodindmicas sdo calculadas ao longo do tempo. Monitoramos a magnetizagao,
seu segundo momento e a transformada de Fourier da fun¢ao de correlagdo de dois pontos. Esse
célculo foi repetido para varios valores da densidade de energia no regime critico. Nesta abor-
dagem deterministica, a energia é conservada e as configuragdes do sistema estdo distribuidas
de acordo com um ensenble microcandnico. Por outro lado, tradicionalmente as simulagdes
computacionais de sistemas modelos sdo realizadas no ensemble candnico, pelo método Monte
Carlo. Aqui, compararamos nosso resultados obtidos pela relaxacio deterministica com aque-
les obtidos de simulacdes estocasticas. Comprovamos que a relaxacao critica do parametro
de ordem do sistema satisfaz a mesma lei de escala observada pelos métodos estocdsticos. O
célculo dos expoentes criticos estaticos e dindmicos, mostram que a dindmica deterministica e

a dindmica estocdstica pertencem a uma mesma classe de universalidade.

Palavras-chave: Modelo XY, dindmica-critica, tempos curtos.



Abstract

In this work, we study the critical properties of the XY model defined in a simple cubic lattice
through short-time critical dynamic relaxation. The system consists of planar rotors, located in
the lattice sites. The rotors are endowed with magnetic moment and rotational inertia. There
is interaction only among the first neighbors. Since the XY model does not have an intrin-
sic dynamic, we add to the interaction Hamiltonian a rotational kinetic energy term to allow
Hamiltonian dynamics. Thus, the dynamic evolution of the system was obtained through the
numerical integration of Hamilton’s equations of motion. We employ a symplectic algorithm,
based on the Trotter-Suzuki decomposition of the exponential operator, for the integration of
the system of coupled equations. At the initial time of the simulation, # = 0, the system is pre-
pared in a completely ordered state and its total energy is fixed at a value in the critical region.
Then it is released to evolve and the thermodynamic quantities are calculated over time. We
monitor the magnetization, its second moment, and the Fourier transform of the two-point cor-
relation function. This calculation was repeated for several values of the energy density at the
critical regime. In this deterministic approach, the energy is conserved and the system configu-
rations are distributed according to a microcanonical ensemble. On the other hand, traditionally
the computational simulations of model systems are realized in the canonical ensemble, by the
Monte Carlo method. Here, we compare our results obtained by deterministic relaxation with
those obtained from stochastic simulations. We verified that the critical relaxation of the order
parameter of the system satisfies the same scale law observed in stochastic methods. The cal-
culation of static and dynamic critical exponents shows that the deterministic dynamics and the

stochastic dynamics belong to the same universality class.

Keywords: Model XY, dynamic-critical, short-time.
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CAPITULO 1

Introducao

Nesta dissertagdo estudamos o comportamento critico de um modelo XY tridimensional
que obedece uma dinamica deterministica. Procuramos verificar se as equagdes de movimento
microscopicas descrevem suas propriedades criticas adequadamente. Em particular, se emerge
alguma lei de escalonamento dindmico no regime de tempos curtos, como a observada em si-
mulagdes do tipo Monte Carlo. Faremos uma comparagdo entre os comportamentos observados
com a dindmica deterministica com aqueles observados com dinamicas estocaticas. As proprie-
dades criticas serdo calculadas através da relaxacao dindmica em tempos curtos. Neste método,
as propriedades do sistema sdo obtidas durante a relaxagd@o para o equilibrio. Investigaremos as
similaridades e diferencgas entre as abordagens deterministica e estocdstica para o modelo XY
e se as duas dindmicas estdo na mesma classe de universalidade. Tendo em vista que existem
muitos resultados e estudos sobre o modelo XY na literatura, muito se conhece de suas propri-
edades criticas de equilibrio. Além disso, existem sistemas fisicos cujas propriedades sdo bem
descritas pelo modelo XY em certas condi¢cdes experimentais. Isto facilita a comparacao dos
nossos resultados com resultados experimentais e predi¢des tedricas.

O modelo mais simples estudado do ponto de vista da mecanica estatistica cldssica € o
modelo de Ising [1]. Suas varidveis dindmicas possuem apenas um grau de liberdade. No en-
tanto, este modelo ndo se presta para 0 nosso propdsito por ndo possuir uma dindmica prépria
e, introduzir um modelo quantico seria desnecessariamente sofisticado. Assim, escolhemos o
Modelo XY cléssico. As varidveis dinamicas deste modelo sdo continuas e, facilmente, pode-se
acrescentar um termo de energia cinética dotando-o de uma dinadmica. Dessa forma, a evolucao
temporal pode ser obtida através de solucdes das equacdes diferenciais de movimento. Esco-
lhemos o modelo tridimensional porque em uma dimensdo ndo existe transi¢do de fases, em
duas dimensodes a transicdo é topoldgica e dificil de ser estudada. Em trés dimensdes a tran-
sicdo € de segunda ordem, aparentemente bem comportada e suas propriedades criticas sdo
bem conhecidas. Além disso, o expoente critico associado a divergéncia do calor especifico é
proximo de zero. Dessa forma, ndo sdo esperadas diferencas acentuadas nos resultados obti-
dos no ensemble microcandnico (dindmica deterministica) e no ensemble candnico (dinamica

estocastica).
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1.1 Mecanica Estatistica de Sistemas Macroscopicos

Os sistemas macroscdpicos apresentam propriedades que estdo relacionadas a dinamica,
essencialmente deterministica, de seus constituintes microscopicos. Para descrever as propri-
edades desses sistemas, pode-se, em principio, utilizar os fundamentos da dindmica e tentar
resolver as equagdes de movimento, seja em termos da Mecanica Cldssica, resolvendo as equa-
¢oes hamiltonianas, ou, da Mecanica Quantica, com a solucao da equacao de Schrodinger. Nas
duas abordagens, clédssica ou quintica, deparamo-nos com um imenso problema — resolver
um conjunto enorme de equacgdes acopladas. Uma vez que tais sistemas sao constituidos por
um numero colossal de particulas, da ordem de N ~ 10%3. A tarefa de guardar e transferir a
quantidade de informacdes necessdrias para resolver as equacdes de movimento e descrever
com precisdo as propriedades mascroscépicas, € virtualmente impossivel mesmo com o0 uso
dos recursos computacionais disponiveis atualmente. Certamente, antes do surgimento dos
computadores digitais, a dindmica microscopica ndo era uma abordagem prética para a inves-
tigacdo de qualquer tipo de sistema fisico macroscopico. Nao obstante, 0 aumento do poder
computacional impulsionou o uso da técnica de dindmica molecular para atacar problemas de
muitos corpos [2]. Embora longe do limite termodindmico, atualmente € possivel simular o
comportamento de sistema com milhares ou mesmo milhdes de particulas.

A mecanica estatistica foi desenvolvida como uma forma de evitar o problema de se resolver
as equacdes microscopicas de movimento e, mesmo assim, fazer previsdes quantitativas para
os observaveis termodinamicos. Nesta abordagem, uma probalilidade de ocorréncia € atribuida
a cada um dos estados microscépicos do sistema. Um estado inacessivel ou incompativel com
as condicdes fisicas impostas ao sistema tem probabilidade nula de ocorréncia. O calculo
das médias temporais de grandezas microscépicas € substituido por um andlogo estatistico, no
qual, a média de um observével é calculada sobre os valores assumidos pela varidvel dinamica,
associada ao observavel [3]. A distribuicdo de probabilidade dos microestados € denominada
de ensemble e a média mencionada anteriormente € a média no ensemble.

A evolugdo dindmica de um sistema de muitos corpos pode, sob certas circunstancias, ser
aproximadamente descrita por equagdes de movimento estocdticas. Tipicamente, em um nivel
mesoscopico, através de equacdes de Langevin [4] ou por algum algoritmo Monte Carlo [5].
Essas dinamicas estocdticas sdo caracterizadas pelo fendbmeno conhecido como amortecimento
critico (critical slowing down), ou seja, na regido critica devido as particulas estarem bastante
correlacionadas ocorre uma desacelaracdo na evolugdo dindmica do sistema, e por um peculiar
comportamento de escalonamento dindmico. Em particular, a relaxacdo critica sob uma dina-

mica estocdstica apresenta comportamento de escala em tempos curtos. Muito antes do sistema
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atingir o equilibrio, sua relaxacao é governada por leis de poténcias [6]. O mais surpreendente
€ que os expoentes associados a relaxacao critica estdo relacionados com aqueles descrevendo
as flutuagdes criticas de equilibrio [7]. A relaxagdo critica em tempos curtos tem se consoli-
dado como uma importante técnica para se investigar o comportamento critico de modelos da
mecanica estatistica [8].

Em simula¢des Monte Carlo, uma cadeia de Markov de microestados é gerada, isto €, uma
configuracdo € obtida a partir da imediatamente anterior. Os microestados ocorrem de acordo
com uma dada distribui¢do de probabilidades. Por constru¢do, as configuracdes sdo dinamica-
mente correlacionadas entre si.

O método Monte Carlo é uma técnica numérica, largamente utilizada no estudo de transi-
coes de fases e fendmenos criticos. Desde que foi descrito pela primeira vez [9] ele vem sendo
empregado na investigacdo de uma diversidade de sistemas. Este método, pode ser visto como
um algoritmo de solugdes numéricas, baseado fundamentalmente, na simulacdo de varidveis
aleatdrias, igualmente distribuidas e estatisticamente independentes, de um mesmo evento so-
bre as quais sdo realizadas médias. Entre as diversas formulacdes do método, o algoritmo de
Metropolis tornou-se o mais conhecido, e € utilizado até hoje para simular o comportamento
de processos que dependem de fatores aleatérios [10, 11]. No contexto da mecénica estatis-
tica, o método foi aplicado a estudos dos modelos Ising [12], Potts [13], Heisenberg [14] e
o modelo XY [15], para citar apenas os mais conhecidos. Essencialmente, o método Monte
Carlo consiste em um procedimento para gerar um conjunto de microestados distribuidos de
acordo com uma distribui¢do de probabilidades prescrita. Em sua forma mais simples, um al-
goritmo de Monte Carlo parte de uma configuracdo (microestado) inicial qualquer e, a cada
passo, modifica a configuragdo atual alterando o estado de uma ou mais particulas do sistema.
A nova configuracio € aceita com uma certa probabilidade de transi¢cdo que depende do sis-
tema e do método especifico. Nesta etapa, nimeros aleatdrios sdo empregados para simular
a probabilidade de transicdo. E o processo é repetido até um nimero suficientemente grande
de configuracdes ter sido gerado. As propriedades fisicas de interesse sdo calculadas através
de médias aritméticas tomadas neste conjunto de configuragdes. Como regra geral, um certo
numero de configuragdes iniciais sao desprezadas para o ensemble de equilibrio ser alcancado.

Para propriedades de interesse estdticas ou independentes do tempo este procedimento €
bastante apropriado. Pois € suficiente que o conjunto de configuragdes gerado satisfaca as
propriedades do ensemble estatistico prescrito. Por outro lado, problemas dindmicos, onde o
significado fisico do processo € uma parte essencial do modelo, algoritmos ou procedimentos
especiais devem ser adotados. Por exemplo, existem formulagdes do método Monte Carlo que

preservam o significado fisico do processo [16, 17].
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O estudo das transi¢des de fases via simulacdes computacionais apresenta algumas limita-
coes. Entre elas esta o fato de apenas sistemas finitos poderem ser simulados. Préximo a uma
transicao de fases tanto as correlagdes entre as particulas do sistema quanto as flutuacdes cres-
cem dramaticamente e para se obter uma precisio estatistica modesta é necessario um nimero
proibitivamente grande de configuragdes. A andlise das transi¢des € prejudicada e sua locali-
zacao € dificil de se estimar. Estas limitacdes tem sido estudadas ao longo dos anos e vérias
técnicas satisfatorias surgiram para se calcular as propriedades criticas de sistemas estatisticos.
Uma dessas técnicas consiste em fazer extrapolacdes, para um numero de particulas infinita-
mente grande. Outra técnica, baseia-se em observar o sistema, e assim calcular as propriedades,
antes do sistema entrar no estado de equilibrio. Esta dltima técnica, denominada short-time,
serd explorada neste trabalho.

As simulacdes em tempos curtos contornam as dificuldades associadas ao longo tempo de
correlagdo que os sistemas desenvolvem. Principalmente, quando a interagdo entre as particulas
faz surgir diferentes estados de agregacdo. A passagem de um estado de agregacdo da matéria
para outro € o que chamamos de uma transi¢do de fases. E o entorno do ponto onde ocorre a
transicao chamada de regido critica. Uma vez que as medidas sdo realizadas muito antes que o
sistema alcance o equilibrio, a anélise em tempos curtos, evita lidarmos com longos tempos de
relaxacdo causados pelo crescimento colossal do comprimento de correlacdo préximo a uma
transicao de fases de segunda ordem.

O trabalho de J. D. van der Waals de 1873, sobre a transi¢do liquido-gés, apresenta uma das
primeiras teorias para descrever uma transi¢cao de fases. Consistindo no uso pioneiro da teoria
molecular para explicar um fendmeno macroscopico. Ele demonstrou que a transi¢ao resulta
da interacdo molecular. Que é composta de um termo atrativo de longo alcance e outro termo
repulsivo de curto alcance. O primeiro termo reduz a pressdo em relagdo a do gas ideal (sem
interacao), enquanto que o segundo termo € responsdvel pela alteragdao do volume de ocupagdo
disponivel. A equacdo de estado resultante dessas consideracdes concordava com os resultados
experimentais. Além disso, Van der Waals demonstrou que, através de uma parametrizagao
adequada, dados experimentais para diversos fluidos diferentes colapsam em uma mesma curva.
Desta forma, pela primeira vez a caracteristica da universalidade de um fendmeno critico foi
evidenciada [18].

Um dos desafios encontrados pelos fisicos do século XX, foi tentar compreender micros-
copicamente como essas transi¢des de fases ocorrem. Mesmo nos dias de hoje, para muitos
sistemas fisicos, ndo € um problema trivial. Fundamentalmente, € dificil entender uma das
fases a partir do ponto de vista microscopico, explicar o comportamento dos fendmenos na vi-

zinhanga do ponto critico, € como uma pequena mudanga de um parametro provoca alteracoes
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profundas nas propriedades do material. Entender, por exemplo, como a dgua se organiza na
forma de gelo e como ela passa de uma fase macroscépica para outra.

As transicdes de fase e os fendmenos criticos sdo descritos por teorias € modelos baseados
na Mecanica Estatistica mas com ideias vinculadas nas proposi¢cdes de van der Waals, a sintese
dessas ideias foi abordada por Gibbs no livro Elementary Principles of Statistical Mechanics
[19]. De acordo com ele, as propriedades de um sistema em equilibrio termodindmico a uma
determinada temperatura podem ser obtidas a partir da distribuicdo candnica de probabilidades.
As propriedades termodindmicas sdo determinadas a partir da energia livre que € proporcional
ao logaritmo da funcdo de particdo. Uma transi¢do de fases manifesta-se como uma singulari-
dade na energia livre que se reflete no comportamento das grandezas termodinamicas.

Os trabalhos realizados por Onsager sobre o modelo Ising [1], demonstrou que modelos
aparentemente simplificados, podem apresentar um comportamento complexo. Por exemplo, a
quebra espontanea de simetria que ocorre em um sistema quando, seus constituintes possuem a
capacidade de abandonar a sua prépria simetria, muitas vezes gerada por uma forca ou campo,
e deixam emergir uma nova simetria. A unificacio dessas abordagens cldssicas ocorreu poste-
riormente através da teoria proposta por Ginzburg-Landau que, embora tenha deixado muitos
aspectos da teoria sem o detalhamento desejavel, conseguiu definir completamente, a nivel
qualitativo, o comportamento de escala.

Neste capitulo, expomos nossos objetivos € a motivacdo em realizar este trabalho. Além
disso, destacamos alguns conceitos sobre mecanica estatistica de sistemas macroscopicos e
sobre as transicdes de fases.

No capitulo 2, fazemos um breve estudo sobre fendmenos criticos, destacamos algumas
definicdes mais gerais, definimos os expoentes criticos e relacdes termodinamicas importantes.
Exploramos dois tipos mais gerais de transicoes de fases e mencionamos também o que seria
uma classe de universalidade. Além disso, revisamos alguns conceitos que tratam de simula-
¢des computacionais.

No capitulo 3 destacamos algumas caracteristicas gerais do modelo XY e apresentamos
0 hamiltoniano utilizado neste trabalho. Apresentamos o método de integracdo utilizado na
solucdo das equagdes de movimento hamiltonianas e salientamos a importancia do operador
exponencial, quais principais caracteristicas do método que o torna eficiente e adequado para
ser aplicado nos mais variados sistemas. Além disso, mostramos como o operador € usado
como um integrador simplético na dindmica de Hamilton. Explicamos uma maneira recursiva
de construir aproximantes de ordem superior, ou seja, a decomposi¢do fractal. E o emprego
desse aproximante de ordem superior num modelo fisico, particulamente no modelo XY. Além

disso, dicutimos o procedimento de dindmica critica em tempos curtos e fazemos referéncia a
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outras técnicas utilizadas em nossas analises.

No capitulo 4 apresentamos os resultados de nossa investigacdo e analise com respeito ao
modelo XY definido em uma rede cibica simples.

O ultimo capitulo 5, é reservado para nossas consideracdes sobre o trabalho e nossas pers-

pectivas futuras.



CAPITULO 2

Transicoes de Fases e Fenomenos Criticos

2.1 Transicoes de Fases

Os parametros externos a um sistema fisico, ou seja, aqueles associados ao ambiente no qual
o sistema se encontra, influenciam a organizagdo interna de seus constituintes. Exemplos de
tais parametros sdo a temperatura e a pressao e suas variacdes podem alterar temporariamente
ou permanentemente o estado do sistema. Em alguns casos, hd uma completa reorganizagdo
interna da matéria que se reflete numa dréstica alteragdo das propriedades macroscopicas do
sistema. A esta mudanca brusca de estados do sistema denominamos de uma transicao de fases.
O estudo de mudancgas de estado da matéria € um dos temas de maior relevancia em Fisica.
Particularmente, um dos grandes desafios da Mecanica Estatistica é explicar as transi¢des de
fases a partir de modelos microscopicos.

Uma das substancias que nos € mais familiar e na qual as transi¢cdes de fases sdo facilmente
observadas € a dgua. A figura 2.1 mostra as diversas fases da substincia d4gua, mar na fase
liquida, o gelo na fase sélida, e as nuvens, na forma de vapor d’4gua, todas coexistindo em um
unico ambiente. Como sabemos, a 4gua no estado liquido pode vaporizar-se, ou solidificar-se,
o gelo pode sublimar-se, o vapor liquefazer-se. A substancia pode mudar de uma fase para
outra quando um ou mais parametros externos que controlam o estado do sistema como, a
temperatura e a pressao, sao alterados [20, 21].

Na figura 2.2 apresentamos, um diagrama de fases da 4gua no plano pressdo versus tempe-
ratura. O diagrama de fases é uma maneira mais quantitativa de resumir as observagdes feitas
anteriormente. No diagrama € ilustrado o comportamento da 4gua como uma fun¢do da pressao
P e da temperatura 7. Os parametros P e T nesta figura sio internos ao sistema, pois sdo a tem-
peratura e a pressdo nas quais o sistema se encontra. Porém, esses pardmetros internos podem
ser controlados externamente, por exemplo, podemos trocar o sistema de ambiente, coloca-lo
a uma temperatura mais alta, ou, a uma pressao maior, nestes casos, o estado do sistema serd
modificado. Particularmente neste diagrama os paradmetros internos e externos sao iguais, uma
vez que o sistema encontra-se em equilibrio.

As linhas no diagrama representam as fronteiras das fases e sdo denominadas linhas de
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Figura 2.1 Diversas fases da substancia d4gua, mar na fase liquida, o gelo na fase sélida, e as nuvens, na
forma de gasosa. Figura adaptada da referéncia [22].

coexisténcia. Sobre elas, duas fases da substancia coexistem em equilibrio termodinamico.
Isto é, uma dada quantidade de d4gua pode estar no estado sélido ou liquido, por exemplo. Ou
ainda, uma por¢do no estado sé6lido e o restante no liquido. As intersecOes dessas linhas de
coexisténcia demarcam os pontos nos quais multiplas fases coexistem. Em destaque, o ponto
triplo da 4gua no qual as trés fases da substincia coexistem em equilibrio estavel.

A coexisténcia de fases na dgua € um dos aspectos que caracterizam as transi¢des de pri-
meira ordem. Nestas transicoes, o comprimento de correlagdo € finito, ou seja, as flutua-
¢cdes que ocorrem no comportamento das particulas sdo praticamente descorrelacionadas se as
particulas estdo distantes entre si. E por isso, duas fases da substancia podem coexistir em
equilibrio. A fase na qual o sistema se encontra € caracterizada por um parametro de ordem.
Simplesmente, uma grandeza convenientemente definida que € diferente de zero apenas na fase
de interesse e zero em todas as outras fases do sistema. Diferentes sistemas demandam dis-
tintos parametros de ordem. Para a dgua, por exemplo, um parametro de ordem conveniente €
alguma funcdo de sua densidade. Pois a densidade nas fases liquida, sélida e gasosa assume
valores bem distintos. O pardmetro de ordem pode ser um grandeza escalar, por exemplo, uma
diferenca de densidade entre as fases. Mas também, pode ser um vetor, como € o caso da mag-
netizacdo para certos sistemas magnéticos. Nas transi¢des de primeira ordem, o parametro de
ordem vai a zero descontinuamente.

Salientamos que o ramo da esquerda na figura 2.2 separa a fase s6lida da liquida se estende

indefinidamente. J4 o ramo a direita da figura possui um ponto critico terminal (7, P.). Neste
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fase solida

Pressao

pressao critica

Pa ponto critico

fase
liquida

ponto triplo

fase gasosa
temperatura
critica
TCT
-
Temperatura

Figura 2.2 Diagrama de fases simplificado da dgua. As linhas indicam onde ocorrem a transi¢do entre
os estados da substancia. Em destaque, o ponto triplo onde ocorre a coexisténcia das trés fases e o ponto
critico. Figura adaptada da referéncia [23].

ponto, a substancia apresenta um comportamento peculiar caracterizado por grandes flutuacdes
e ndo € possivel afirmar em que fase a substancia se encontra. Neste ponto ocorre uma transi¢ao
de fases de segunda ordem e os comportamentos no entorno deste ponto sio chamados de
fendomenos criticos.

Nas transi¢des de segunda ordem o comprimento de correlacdo € infinito e isto obriga todo
o0 sistema evoluir para uma unica fase, ndo pode haver coexisténcia de fases. Proximo ao ponto
critico, as flutuagdes espontaneas do sistema estdo fortemente correlacionadas tanto espacial
quanto temporalmente. Numa transi¢do de segunda ordem o pardmetro de ordem vai a zero
continuamente.

Embora a dgua seja uma substancia familiar, seu compotamento termodinamico é bastante
sofisticado e de dificil modelagem [24].

Assim, vamos considerar um sistema mais simples para introduzir no¢des sobre os fenome-
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nos criticos, ou seja, um ferromagneto uniaxial.

Considere uma barra de ferro, na temperatura ambiente, imersa em um campo magnético de
intensidade H, orientado paralelo ao eixo da barra. Devido a acdo do campo magnético a barra
magnetiza-se quase completamente se o campo € intenso o bastante. Em unidades apropriadas,
podemos dizer que sua magnetizacdo, M, € +1. Se, agora, H € reduzido a zero, observamos que
M diminui, porém, ndo para zero. Em vez disso, em H = 0 existe uma magnetizac¢ao residual
My, dita espontanea. Por outro lado, se repetirmos o experimento com o campo magnético
orientado no sentido inverso, a magnetizagdo torna-se —1 e se aproxima de —M, a medida que
a intensidade do campo vai a zero. A curva M(H) apresenta uma descontinuidade para H = 0

a temperatura ambiente. A fun¢do M (H) deve apresentar o comportamento esbogado na figura
2.3.

Figura 2.3 Comportamento da magnetizacdo em fun¢do do campo magnético, em temperatura ambi-
ente. Figura adaptada da referéncia [25].

A magnetizacdo da barra de ferro muda repentinamente de sinal em H = 0 e podemos
considerar que neste ponto o sistema experimenta uma transi¢do de fases. Se a temperatura
aumenta ligeiramente, M (H) tem um comportamento semelhante ao gréfico anterior. Porém, a
magnetizacao espotanea € menor que a anterior.

Considere agora, que aumentamos a temperatura para um valor muito acima da temperatura
ambiente e repetimos o experimento anteriormente descrito. Neste caso, observamos que M(H )
apresenta o comportamento mostrado na figura 2.4. Em altas temperaturas a magnetizagao é
nula a campo nulo.

Note que M(H) é continua e tem derivada continua em H = 0, ou seja, ¢ analitica neste

ponto.
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Figura 2.4 Comportamento da magnetizagcdo em fung¢do do campo magnético, para altas temperaturas.
Figura adaptada da referéncia [25].

Portanto, deve existir um valor critico da temperatura, 7¢, a partir do qual a transi¢do deixa
de ocorrer. Em T, verificamos que My desaparece e M(H) é continua em H = 0, porém sua
derivada € infinita neste ponto. Ver figura 2.5.

Figura 2.5 Comportamento da magnetizagdo em funcdo do campo magnético, na temperatura critica.
Figura adaptada da referéncia [25].

O diagrama de fases 2.6 representa, um resumo do comportamento da M(7T,H) para os
estados observados anteriormente no plano temperatura versus campo magnético. A magneti-
zac¢do € uma fungdo continua em todos os pontos do plano T x H, exceto sobre a linha escura

que estende-se (0,0) até um ponto terminal (7;,0). Sobre a linha de coexisténcia de fases, a
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magnetiza¢do pode assumir tanto valores positivos quanto negativos. Quando 7" > T, My =0
e o sistema encontra-se na fase paramagnética. No entanto, quando o valor da temperatura é
critico T = T, o sistema possui um comportamento peculiar e apresenta-se numa fase critica.
O corte € uma linha de transi¢des de fase. Seu ponto final (7;,0) é conhecido como ponto
critico. Como dito acima, a fun¢do M(H,T) é singular neste ponto, e um dos aspectos mais
fascinantes da mecanica estatistica é o estudo desse comportamento singular préximo ao ponto

critico

T
AN \\\\\\\\\\,

o
&t
—

Figura 2.6 O diagrama de fases do ferromagneto num plano temperatura T versus campo magnético H.
No ponto T = T, o sistema apresenta um comportamento totalmente singular de qualquer outro ponto
e estd na fase critica. Antes do ponto critico temos uma fase e apés ele, outra fase. Figura adaptada da
referéncia [25].

Como mostra a figura 2.7, no gelo as moléculas estdo espacialmente arranjadas, ha uma
estrutura ordenada e que se repete. J4 na fase liquida, as moléculas estao desorganizadas, mas,
existe uma certa ordem orientacional. E na fase gasosa, percebemos as moléculas bastantes
desordenadas. E interessante observar que quanto mais desordenado é o arranjo, maior é o grau
de simetria. Por exemplo, no sélido, além da simetria de translacio, temos uma simetria de
rotacao discreta, ou seja, deveriamos girar de angulos bem especificos para observar o mesmo
retrato do sistema. Se rotacionarmos a figura de um angulo aleatério veremos algo muito
diferente do original. Na fase liquida temos um estado intermediério pois ele exibe simetria de
rotacdo continua e nenhuma simetria de translagdo. Por exemplo, quando giramos um liquido,

em torno de uma molécula € basicamente simétrico, por rotagdo, no entanto, o liquido perde
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a ordem translacional, se olharmos para uma molécula e nos afastarmos dela observaremos
um sistema desordenado. E na fase gasosa, o grau de desordem é o mesmo, independente de
rodarmos ou transladarmos a figura. Quanto mais desordenado um sistema mais simétrico ele

parece [20].

Menos desordenado Mais desordenado

menor entropia malor entropia

Figura 2.7 Ilustracdo da estrutura microscéopica da substincia 4gua nas diversas fases. Figura adaptada
da referéncia [26].

Préximo ao ponto critico o sistema exibe um comportamento singular, caracterizado pelas
flutuacdes de suas propriedades termodinamicas.

Como vimos, um ferromagneto uniaxial apresenta uma magnetizacdo espontanea abaixo de
uma temperatura critica 7., também chamada de temperatura de Curie. Um parametro de ordem
conveniente para caracterizar a fase ferromagnética € justamente a densidade de magnetizacao

espontanea

v L (8. @1

~
—_

onde (---), representa uma média no emsemble, N o nimero de particulas do sistema e S; as
componentes dos momentos magnéticos em unidades de /1/g, em que gz &~ 2 é o fator de giro,
e representa uma corre¢ao dimensional.

As flutuacdes das propriedades termodindmicas de um sistema tornam-se particularmente

importantes na vizinhaca de um ponto critico. E, portanto, necessdrio quantificar como tais
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flutuacdes estdo correlacionadas espacialmente. Uma grandeza til para este fim € a fungdo de
correlagdo, g(r), uma medida de como as flutuagdes locais em uma parte do sistema afeta flutu-
acdes em outra parte. Tipicamente, tais influéncias ocorrem sobre uma distancia caracteristica
&, denominada como comprimento de correlagdo [27, 28]. A fungdo de correlagdo € definida

por

8(r) = ([s(r) = {s(r))][s(0) = {s(O))]) 22)
e/ 2.3)

onde assumimos um sistema isotropico e translacionalmente invariante.

Pode-se interpretar o comprimento de correlagdo, &(7T'), como o raio de uma esfera que
limita o alcance das flutuacdes espontaneas que ocorre proximo ao centro da esfera. Ou seja,
particulas separadas por distincias r > &(T') estéo descorrelacionadas. O comportamento da

funcao de correlagdo para longas distancias é dado por

| er/Em
8(r) ~ gd-2 (r/é)(d—l)/Z

(r>28), 2.4)

onde d € a dimensdo do sistema.
Observa-se também que exatamente em 7 = T;, a funcio de correlacdo comporta-se na

forma de uma lei de poténcia

1
g(r) ~ Ty (2.5)
onde introduzimos o expoente critico 17, também chamado de dimensao andmala.
Na regido critica o comprimento de correlacdo também exibe um comportamento tipo lei

de poténcia

EL(T,H =0) ~ |t|"*, (2.6)

onde, t = |T — T¢|/T. e v = v4 é um expoente critico. O comprimento de correlagdo diverge
quando T — T, sendo infinito no ponto critico.

Nao s6 o comprimento de correlacdo diverge, na regido critica, as singularidades nas fun-
¢oes termodinamicas podem ser descritas por leis de poténcias com expoentes ndo-inteiros. Na
proxima secao alguns desses expoentes serdo introduzidos.

Os fendmenos criticos possuem entre outras caracteristicas a de apresentar invariancia por
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escala. Além disso, vérios sistemas podem ser agrupados numa mesma classe de universali-
dade. Isto significa que sistemas fisicos distintos possuem comportamentos criticos idénticos.
[18]

2.2 Fenomenos Criticos

Nas proximidades do ponto critico, diferentes sistemas podem comportar-se de modo se-
melhante, por exemplo, a transi¢do liquido/gés e a transicao ferromagnética/paramagnética, as
leis de poténcias caracteristicas desses sistemas s@o definidas por um conjunto de expoentes
criticos universais. Estes expoentes sdo determinantes para descrever, qualitativamente, o com-
portamento critico de um dado sistema e representam a ndo-analiticidade de algumas funcdes
termodinamicas. Como resultado, sistemas que apresentam o mesmo conjunto de expoentes
criticos classificam-se em uma mesma classe de universalidade. Os expoentes criticos geral-
mente utilizados sdo definidos abaixo

O que caracteriza uma determinada classe de universalidade € um conjunto muito pequeno
de propriedades e simetrias gerais dos sistemas [29]. A classe de universalidade independe da
natureza das interacdes e dos elementos constituintes do sistema. Caracteriza-se apenas pelo
alcance das interacdes microscopicas, se estas sdo de longo ou curto alcance, pela dimensao
espacial do sistema e o niimero de componentes do parametro de ordem. Em alguns sistemas,
a presenca de impurezas ou defeitos aleatdrios pode afetar a classe de universalidade [30].

Se um sistema fisico pertence a uma classe de universalidade, ele deve possuir o mesmo
conjunto de expoentes criticos de qualquer outro membro da classe.

Por definicdo, O parametro de ordem M de um sistema é uma funcao termodindmica que
¢ diferente em cada fase, por isso, pode ser utilizado para identifica-las. No limite em que o
campo de ordenamento H — 0, a magnetizac@o possui um valor finito M = My, e além disso,

sdo vélidas as seguintes condicoes:

N 0 seT > T,
M(T,H—0") ~ (2.7)
P seT <T,,
onde, r = (T —T;) /T, expressa a distancia a temperatura critica. E o expoente critico 8 carac-
teriza o comportamento do parametro de ordem na regido critica.
Na regiao critica o sistema € fortemente correlacionado e pode dar respostas colossais se

perturbado por estimulos externos. Numa transi¢do liquido-gés, por exemplo, a compressibili-
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dade isotérmica,
1 9V

kr=-y 5p i (2.8)

diverge no ponto critico.

A compressibilidade € um tipo de susceptibilidade. A susceptibilidade de um sistema (ou
seja, como o parametro de ordem responde a uma variacdo de seu campo campo conjugado) e
seu comportamento critico € caracterizado por um outro expoente critico 7y, ou seja

oM

2e(TH—=07) = =0~ 2.9)
H=0

O expoente Y, e o Y- descrevem as divergéncias de cada lado da transi¢do de fases.
De modo semelhante podemos caracterizar a capacidade térmica de um corpo, e suas sin-

gularidades a campo nulo por um outro expoente critico ¢, pela seguinte expresao

JE

Ci:ﬁ

~ [T, (2.10)

onde E € a energia interna do sistema.

A estimativa dos expoentes criticos @, ¥, B assim, como também, o comprimento de corre-
lacdo podem ser obtidos através da utilizacdo de métodos de escalonamento de tamanho finito,
como o do grupo de renormalizacdo fenomenoldgica [31] que utiliza como fonte os dados ob-
tidos por simulagdes Monte Carlo. Ou, como veremos mais adiante pelo método da dinamica

critica em tempos curtos.



CAPITULO 3

Materiais e Métodos

3.1 Modelo XY

Os modelos empregados em mecanica estatistica, comumente, sio uma descri¢ao efetiva
de determinados fendmenos. Ou seja, eles sdo definidos em termos de varidveis dindmicas
que englobam apenas os graus de liberdade que efetivamente contribuem para o fendmeno
de interesse. Este € o caso bem conhecido do modelo de Ising para o ferromagnetismo [1].
Embora, em ultima instancia, o magnetismo resulte das propriedades dos eletrons, estes nao
estdo presentes na formulacdo do modelo de Ising. Apenas o grau de liberdade associado ao
momento magnético € incluido e o modelo € definido em uma rede rigida.

Uma rede € um conjunto finito de pontos ligados por linhas. Nas redes regulares, os pontos
sdo igualmente espacados e elas estdo completamente definidas por sua unidade geradora. Nos
referimos aos pontos por sitios € a linha conectando dois sitios de uma ligagdo. Os comprimen-
tos dessas linhas (os lados da unidade geradora) sdo os pardmetros de rede da rede considerada.
Os sitios da rede podem ser rotulados atribuindo-se a cada um deles um indice i € {1,2,...,N},
onde N € nimero de sitios da rede.

Dada a rede, associamos a cada sitio uma varidvel dindmica. Uma configuracdo € a atri-
bui¢do de um valor para cada uma dessas varidveis. Para concluir a definicio do modelo,
especificamos a energia de configuracao.

Aqui, vamos trabalhar com um modelo XY definido numa rede cubica simples para a qual
a unidade geradora é um cubo de lado a e volume Vy = a’. O comprimento de uma aresta da
rede é La, e o volume total da rede V = (La)?, em fungio do volume inicial e do comprimento
L éigual a V = L3V,. O niimero de sitios incluidos no volume da rede é portanto, N = V /V,.
Uma ilustracdo de uma rede cibica simples pode ser vista na figura 3.1.

Os vizinhos mais préximos a um sitio sdo aqueles conectados por uma ligacdo. Se os
sitios da fronteira forem excluidos, cada sitio de uma rede d-dimensional possue 2d primeiros
vizinhos. Nesta rede, em particular, cada sitio possui seis vizinhos mais préximos ou primeiros
vizinhos.

Como a rede € finita, o nimero de primeiros vizinhos de um sitio na fronteira € diferente do

17
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Figura 3.1 Rede cibica simples com os N sitios, localizados nos vértices dos cubos.
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nimero de vizinhos de um sitio no interior da rede, isto quebra a simetria de translacdo. Para
restaurar a simetria adotamos condi¢Os de contorno periddicas, isto €, ligagdes sdo inseridas
para conectar os sitios nas fronteiras de lados opostos.

Associamos a cada sitio, i, da rede um rotor planar cldssico dotado de momento magnético
S; e momento de inércia I. Vamos adotar um sistema de unidades onde tanto / quanto o médulo
do momento magnético sdo unitdrios. E, entdo, conveniente escrever S; = (cos (6;),sin (6;)),
sendo 6; a direcao que o i-ésimo rotor faz com a direcdo do eixo x. Os rotores podem apenas
rotacionar em torno do eixo z, no plano x X y como mostra a figura 3.2, vem dai o nome XY
para o modelo. Os angulos 6; € [0,27x] [32].

Quando valores sdo atribuidos para cada 6;, i = 1,2,...,N, da rede, dizemos que o sis-
tema se encontra em um particular microestado ou em uma dada configuragdao. A energia de

configuracao desse sistema de rotores € dada por

Fy = —J Z §,"§j
(i)

=—J Y cos(6;—6;), (3.1
(i.J)
onde J > 0 € a constante de exchange e fixa a escala de energia. O simbolo (i, j) indica que
i e j s@o primeiros vizinhos. Vamos adotar uma unidade para energia na qual J = 1, ou seja,
iremos medir energia em unidades de J.
E importante enfatizar, que os rotores possuem apenas energia cinética de rotacio e ndo de

translacdo. Pois, os rotores estdo localizados em seus respectivos sitios e eles conseguem girar
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» X

Figura 3.2 Representacdo esquemadtica da rede. As setas indicam a orientagéo dos rotadores que podem
rodar apenas em torno do eixo z. 6 € o Angulo com o eixo x.

apenas no plano € perpendicular a uma dada direcdo z.

Para J > 0 o estado fundamental do modelo XY € ferromagnético. Sua energia é minima
quando os momentos magnéticos apontam na mesma direcao.

O modelo XY ¢ bastante estudado no contexto da mecanica estatistica, cldssica e quantica.
Este modelo permite compreender o comportamento de diversos sistemas, por exemplo, sociais

e supercondutores [33, 34], que podem ter sua dinamica modelada numa representacdo de um

modelo do tipo XY .

3.1.1 Modelo XY em Duas Dimensoes

Embora o modelo XY em duas dimensdes com interagdes de curto alcance, em baixas tem-
peraturas, apresente um comportamento mais ordenado ele preserva a simetria de rotagdo. De
acordo com teorema de Mermin-Wagner [35], modelos que apresentam simetrias continuas,
em duas dimensdes com intera¢des de curto alcance, ndo podem ter sua simetria quebrada es-
pontaneamente em nehuma temperatura finita e, como consequéncia, ndo h4 transi¢do de fases
convencional. Como a simetria é preservada, em baixas temperaturas o sistema nao apresenta
ordem de longo alcance, por isso, ocorre um outro tipo de transi¢ao de fases. Ao contrario do
modelo de ising, por exemplo, que possui ordem de longo alcance, em baixas termperaturas.

Conforme cedemos energia ao sistema, a partir de seu estado fundamental, a temperatura
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aumenta a medida que algumas excitacdes ocorrem no sistema. Ou seja, vortices sdo criados,
por causa da formacdo de aglomerados de spins que se orientam aleatoriamente em certa dire-
¢d0. O momento de spin de cada particula desses aglomerados d4 origem ao momento angular
dos vortices. Esses vortices estdo ligados e interagem entre si. Ao cedermos mais energia ao
sistema, parte dessa energia € destinada a formacao de vortices e antivortices, criados aos pares
e que possuem uma energia de interacdo entre eles. A medida que aumentamos a tempera-
tura do sistema, esses pares de vortices-antivortices se afastam, aparecem e desaparem. Outra
consequécia do aumento da temperatura, € que a densidade de vOrtices-antivirtices aumenta.
Eles, passam a se mover na rede e mudam seu posicionamento. Se continuarmos a aumen-
tar a temperatura, acima de um certo valor, os pares de vOrtices-antivirtices se separam € oS
defeitos passam a mover-se independentemente. A temperatura onde ocorre essa transi¢ao €
denominada de temperatura de Kosterlitz e Thouless [36].

O parametro de ordem para o modelo descrito anteriormente, em redes bidimensionais infi-
nitas, é nulo para qualquer valor de temperatura finito, ou seja, o sistema ndo apresenta ordem
de longo alcance. Porém, analisando o comportamento da funcio de correlacio para altas e
baixas temperaturas Kosterlitz e Thouless [37], e independentemente Berenzinskii [38], perce-
beram que para uma determinada temperatura haveria uma transi¢ao de fases. Um dos motivos
que poderiam causar essa transi¢ao seriam as excitagdes topoldgicas estaveis formadas pelos
pares de vortices-antivortices. Essa transicdo, ¢ denominada como Berenzinskii-Kosterlitz-
Thouless (BKT) e apresenta propriedades muito distintas das transi¢des de segunda ou primeira
ordem. Em baixas temperaturas os defeitos topologicos estdo ligados e em altas temperaturas

eles estao livres.

3.1.2 Modelo XY Tridimensional

Existem muitos sistemas que podem ser estudados atraves de um modelo XY tridimensio-
nal. A exemplo disso, Matsuda [39] utilizou este modelo em uma descri¢do quantica de spins
na rede, o Hélio liquido *He superfluido. Esta modelagem permitiu a predicdo das proprieda-
des na transicdo de fases superfluido-liquido normal do *H. Podemos destacar a existéncia de
muitos outros sistemas que sdo bem descritos pelo modelo XY tridimensional como € o caso,
de alguns materiais magnéticos (ferromagnéticos, antiferromagnéticos e de ions Terras Raras
[40] [41] [34]). Por outro lado, o modelo XY cléssico € bastante interessante, por ser o modelo
mais simples da mecanica estatistica com graus de liberdade continuo.

O modelo XY tridimensional em uma rede cibica simples, entre outras caracteristicas exibe

uma transicao de fases de segunda ordem numa temperatura finita [34]. O hamiltoniano (3.2)
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ndo possui uma dinadmica prépria, € necessdrio um termo associado a energia cinética para o
sistema obedecer a uma dindmica hamiltoniana.

Esse modelo €, geralmente, estudado com a utiliza¢do da teoria dos ensembles ou simula-
coes estocdsticas, como por exemplo, simula¢cdes numéricas por algoritmos Monte Carlo. Estas
abordagens permitem calcular algumas grandezas relevantes para andlise do sistema e que des-
crevem completamente seu comportamento macroscépico. E possivel, por exemplo, calcular
grandezas tais quais a magnetizagdo, suscesptibilidade, capacidade térmica entre outras varia-
veis de estado por esta técnica.

Na regido critica, como foi apresentado na secao anterior, o0 comportamento critico € iden-
tificado por um conjunto de expoentes criticos, estaticos e dindmicos, que caracterizam o Sis-
tema. Embora nao seja conhecida uma solucdo exata para o modelo XY em trés dimensoes,
suas propriedades criticas sdo bem conhecidas na literatura com boa precisdo. Recentemente,
uma estimativa supostamente exata foi obtida para expoente dindmico z, com a utilizacdo de
técnicas de teorias de campos [42].

Como definido no capitulo 2, a universalidade de um sistema € determinada, entre outros
fatores, pelas simetrias do parametro de ordem. Logo, podemos identificar que os modelos
Ising, XY e Heisenberg estdo em classes de universalidade distintas. O modelo Ising possui
apenas uma componente do parametro de ordem, o XY possui duas e o Heisenberg trés. Numa
rede tridimensional, estes trés modelos apresentam uma transi¢do de fases critica, em uma
temperatura finita.

Quando um termo de energia cinética € adicionado ao hamiltoniano (3.1), o conjunto de
rotores passam a obedecer uma dindmica hamiltoniana. O hamiltoniano do sistema levando em

consideragdo a energia cinética dos rotores € escrito como
p?
l
H = Ay +),5 (3.2)
i
onde p; € o momento conjugado a coordenada 6;. Assim, o sistema evolui segundo as equacoes

de movimento hamiltonianas. Descreveremos essa abordabem com mais detalhes na préxima

secao.
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3.2 Algoritmo de Integracao de Equacoes Diferenciais

A simulagdo de um sistema via dinamica molecular implica em resolver as equacdes clas-
sicas de movimento. Porém, comumente, a escala de tempo dos fendmenos nos quais estamos
interessados € muito mais longa que o intervalo de tempo durante o qual conseguimos acompa-
nhar a evolucdo do sistema via a integracao nimerica das equagdes por métodos elementares.
E necessdrio um grande nimero de etapas de integracio para se conseguir observar a evolugio
dindmica do sistema durante o tempo de duragdo do fendmeno que queremos descrever. A
enorme quantidade de etapas, por sua vez, amplifica os erros de truncamento dos métodos de
diferengas finitas. Podemos minimizar consideravelmente estes erros reduzindo o tamanho do
passo de tempo de integragdo. No entanto, um passo de tempo muito pequeno contribui com o
aumento do nimero de etapas de integracdo e o consequente aumento do custo computacional.
Um ponto importante € o quanto conseguimos manter a precisao do método de integracdo para
descrever coerentemente as propriedades macroscopicas.

A limitacdo de recursos computacionais e a necessidade de conhecer a evolugdo das equa-
¢oes de movimento numa escala de tempo suficiente para observar os fenomenos evidéncia a
relevancia que a velocidade do algoritmo de integracdo possui. O nimero total de etapas do
processo € reduzido se o algoritmo utiliza o0 maior passo de tempo possivel e mantém a precisao
numérica para intervalos de tempo grandes. No entanto, mesmo que a velocidade de um passo
de integracdo seja mais complexo e, consequentemente, mais lento, ele pode permitir a utili-
zacdo de intervalos de tempo muito maiores, gerando um algoritmo mais rapido sem maiores
erros de truncamento. Outro critério para um bom método de integracdo € que ele reproduza
as leis de conservacdo e propriedades das equagdes de movimento cldssicas. De particular
importancia € que ele conserve a energia e o volume do espago de fase, e que seja reversi-
vel temporalmente. Estas propriedades estdo intimamente relacionados com a estabilidade do
algoritmo e a precisao que ele apresenta para intervalos grandes de tempo.

Com o surgimento dos integradores simpléticos, ou seja, subclasse de integradores geomé-
tricos, que por defini¢do, sdo transformacdes candnicas, para a integracao das equacdes acopla-
das de movimento foi possivel acelerar o tempo total de simulacao e assim, conseguir diminuir
os erros causados durante o processo. Estes algoritmos numéricos sdo baseados em decom-
posic¢des de operadores exponenciais. Eles sdo reversiveis no tempo, conservam exatamente o
volume do espago de fase. Ou seja, o método permite gerar uma trajetoria no espaco de fase,
com a propriedade de que a probabilidade de uma determinada configuracdo ser representada
por um ponto nesta trajetéria dependa apenas do seu peso probalilistico. Como consequéncia, o

erro na energia total do sistema € limitado. Isto €, o algoritmo € simplético por construcao. Es-
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tamos interessados em um sistema de particulas interagentes descrito pelo hamiltoniano (3.2).
E conveniente escrevé-lo em termos do dngulo, 6; que o i-€simo rotor faz com o eixo x. Assim,

0 hamiltoniano do sistema € dado por

%:Z%—JZCOS(&—BJ), (3.3)

onde p; € o momento conjugado a coordenada 6; e N é o nimero de rotores.

As equacdes de movimento sdo obtidas a partir das equacdes de Hamilton

o

0, = 3_1?, (3.4)
G
—pi= 8_9, (3.5)

A evolucdo temporal do sistema € investigada integrando-se as equacdes de movimento
para obter p;(t) e 6;(t), parai=1,2,...,N. A evolucdo dindmica de qualquer outra grandeza
fisica de interesse pode ser também investigada expressando-a em termos dos 6; e dos p;.

Para o método de integraciao que aplicamos nesta disserta¢do, devemos reescrever as equa-
¢coes de movimento em termos de um operador de Liouville. Ou seja, as de equagdes acima,

sdo equivalentes a

dy .
— = Ly(t 3.6
5 = L), (3.6)
onde y(t) = {6;(¢), pi(t)} denota uma configuragio do sistema, e L é o operador Liouville
definido por
. 0 d 9K 0 > A
i= 2 _ =A+B. (3.7)
,-; ( dpi d6; 96; dp;
Onde introduzimos os operadores ndo-comutantes
A )
A= — 3.8)
,-; dp;i 96 (
© N
- 0 9
B=-) ——. 3.9
,-:Z{ 6; dpi
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Para o hamiltoniano (3.3), temos

o
api _pl
) o
56, =J) sin(6;—6;) = o,

J()
onde j(i) indica os primeiros vizinhos do sitio i.

Em termos destes operadores a equacao (3.6) torna-se

em que ¢ é um instante de tempo qualquer e A representa um passo de tempo.
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(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Para um sistema de equacdes arbitrérias, envolvendo muitos termos (N grande) a operagao

exp[(A+ B)Aly(r) ndo é facilmente realizada. Porém, cada operador é muito mais facilmente

tratado, separadamente. De fato,

J
AA AYY  pigy
e y:e i QGI{OJ.’pj}
) ) a
P1A55- PrA5g- PNAS5-
=¢ %1 e 9 ...e aeN(91,927-~'79N7P17P27~~-7PN)

J Pl J
P1ASG- P2ASG- PNA 55—
— (e 109, 9920,---¢ ‘99N9N,P1»P2,---»PN>

oA = A
= Zpl 'aen 17 ZpN 'aen N7p17p27 -»PN

= (01 +p1A, O+ oA, ...,08 +PNA D1, P2, ... DN)
= {6;+ piA, pi}.

Da mesma forma,

Bty = B0, pi} = {61, pi + A}

(3.14)

(3.15)

As equacdes (3.14) e (3.15) representam as atualiza¢des das posi¢des e dos momentos, res-

pectivamente. Note, todavia, que em geral os operadores exponenciais ndo comutam entre si.
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Portanto,
e(A+B)A ” CAA eBA. (3.16)

Frequentemente as equagdes de movimento sdo numericamente integradas por métodos de
diferencas finitas [43]. O procedimento consiste em utilizar as varidveis como posi¢ao e suas
derivadas temporais, num instante ¢ para calcular valores posteriores destas quantidades, num
tempo ¢+ A. A precisdo deste procedimento é muitas vezes proporcional a uma poténcia de
A. E um método de integracdo € denominado como um algoritmo de m-ésima ordem quando o
erro de truncamento é da ordem de A™*!,

Para resolver o conjunto de equacdes diferenciais acopladas que governam a evolucao di-
namica do sistema, empregamos nesse trabalho um método que deriva de uma classe de algo-
ritmos baseados na decomposi¢ao do operador exponencial. Mais especificamente, na decom-
posic@o Suzuki-Trotter do operador exponencial[44].

Como vimos acima, a evolucdo dindmica de um sistema de muitos corpos pode ser obtida
aplicando-se um operador exponencial ao vetor de estado. Porém, o operador é composto por
dois termos que ndo comutam entre si € sua aplicacdo ao vetor de estado € muito dificil quando
o nimero de particulas é grande. Nao obstante, a aplicagdo de cada um dos termos separa-
damente é muito simples. A decomposicdo Suzuki-Trotter consiste justamente em escrever
a exponencial de uma soma de operadores como o produdo de exponenciais envolvendo um

unico operador de cada vez.

3.2.1 Decomposicao Suzuki-Trotter

A decomposicdo Suzuki-Trotter mais simples é dada por

e/ AFB) — 468 1 0(12), (3.17)

onde ¢ € um parametro, A e B sdo operadores arbitrarios cuja relacdo de comutagdo é expressa

em (3.18), ou seja, eles ndo comutam.

[A,B] = AB—BA #0. (3.18)

Logo, exp[t(A+ B)] # exp (tA)exp (tB), O lado direito da (3.17), produto dos operadores
exponenciais, € considerado como uma decomposicdo aproximada do operador exponencial
dado a esquerda. E o termo restante como uma corre¢do de segunda ordem em ¢, que € neces-

saria devido a desigualdade entre as expressdes. Podemos reescrever a expressao (3.17) como
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[44]
oAeiB _ ot (A+B)+0(%) (3.19)

O desafio € generalizar a decomposi¢ao (3.19) para decomposi¢des com termos de corre¢ao

de ordem mais altas. Uma forma conveniente para a férmula de Trotter generalizada é

m+1
epltAepztBep3tAep4lB o ele‘B _ et(A+B)+ﬁ(l ) (320)

Os pardmetros {p1,p2,p3, -+, pm} sdo escolhidos de forma a fazer o termo de correcdo da
ordem de "*!. O lado esquerdo da equacio (3.20) é considerado um aproximante de m-
ésima ordem, pois ele deve ser correto até a m-ésima ordem em ¢. Para outras possibilidades
e comentdrios adicionais, bem como outras aplica¢des da férmula de produtos de operadores
exponenciais, ver referéncia [44].

3.2.2 Vantagens da Férmula do Produto Exponencial

Antes de prosseguirmos, cabe alguns comentarios sobre as vantagens do aproximante de
Trotter para o operador exponencial.
Para comecar, vamos confirmar que o aproximante (3.19) € de fato de primeira ordem. Para

tal, basta expandir os dois lados da expressao (3.19)

1 1
e'AHB) — [ 4 1(A+B)+ 5tz(AJrB)ZjL813(A+B)3+...

1
:I+t(A+B)+Etz(A2+AB+BA+BZ)+6’(t3), (3.21)

1 1
e = <I—|—A—|—§t2A2+ﬁ(t3)) <I+tB+§zsz+ﬁ(t3))
_ 12 2 2 3
—I—H(A—I—B)+2t (A°+2AB+B°)+0(t”)
1
:I—H(A+B)+§t2(A2—|—AB+BA+[A,B]+Bz)+ﬁ(t3), (3.22)

onde I é o operador identidade. Note que na expressao (3.22) o operador A s aparece a es-

querda do operador B. Assim, fazendo a diferenca entre as equacdes (3.21) e (3.22), obtemos

o AolB — ot (A+B)+3*[ABI+0() (3.23)

Nas aplicagdes, o aproximante acima € usado de forma modificada. O parametro ¢ é fatiado
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em n pedagos e o aproximante € escrito da seguinte forma

(e%Ae%Byl _ [eL(A+B)+£(2)2[A,B]+@’((2)3)

12 3
_ AR nBl+o ()

(3.24)
Nessa forma, o termo de corre¢do vai a zero no limite n — . O inteiro n € conhecido na
literatura especializada como nimero de Trotter.

Uma razdo para estarmos interessados na generalizacao da aproximacao de Trotter (na
forma (3.17) ou (3.20)) é a extraordindria vantagem que ela tem sobre outras aproximacoes

comumente utilizadas como, por exemplo,
e'AHB) — [ 1 1(A+B)+ O(1?). (3.25)

Um aproximante na forma (3.20) preserva uma importante simetria de problemas de dindmicas
quanticas ou hamiltonianas.

No caso quantico o operador exponencial € unitdrio e, portanto, preserva a norma da funcdo
de onda que, por sua vez, corresponde a conservagdo da carga. Por outro lado, o aproximante do
lado direito de (3.25) ndo preserva a norma da fun¢ao de onda. De fato, com este aproximante,
a norma cresce mais ou menos linearmente com o tempo [44].

No caso da dindmica hamiltoniana, a aproximacdo dada na equacdo (3.20) conserva o vo-
lume no espago de fase, por construcio. L.ogo o operador, bem como o método de integracdo
resultante, é simplético. Um critério para um bom método de integracdo é sua capacidade de
reproduzir as leis de conservacgdo e as propriedades das equagdes de movimento da mecanica
classica. Em particular, conservacdo da energia e conservacao do volume do espaco de fase sdao
duas qualidades exigidas de um bom integrador. Assim, o integrador deve ser temporalmente
reversivel. Tais propriedades estdo intimamente relacionadas a estabilidade do algoritmo e a
sua precisdo para passos de tempo longos.

Na préxima subsecdo vamos descrever brevemente como construir férmulas de produtos
de operadores exponenciais de alta ordem, recursivamente, a partir de aproximantes de ordem
inferior. A principal caracteristica do procedimento € manter os aproximantes temporalmente

reversiveis e simpléticos.

3.2.3 Decomposicao Fractal

A decomposicao (3.19) € a férmula de Trotter mais simples, que corresponde a n = 1 na
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aproximagdo (3.24). Podemos construir um aproximante melhorado tomando n = 2 em (3.24),

porém tomando o produto simetrizado. Ou seja,

SH(t) = (e%Ae%B> (e%Be%A>

— er4e!BeiA (3.26)

Observe a inversdao da ordem dos operadores A e B (simetriza¢do) nos produtos compondo o
operador S5.
Realizando a expansao do operador S, temos

t(mtnatns) gni gy pns

S(t)="Y ——————. (3.27)

ni+n ]
Ry T3 23 il no! ng!

Vamos explicitar alguns termos da equacao (3.27). Para n| +ny +n3 = 0, a unica possibili-
dade é ny = np, = n3 = 0. O termo de ordem zero € a identidade.

Para n; +ny +n3 = 1, apenas uma das parcelas € igual a 1, e as outras duas sdo nulas.
Assim, o termo de primeira ordem em ¢ é (A + B).

Para o termo de segunda ondem em ¢, temos nj +ny +n3 = 2. Nesse caso, had vdrias
possibilidades para (ny,n2,n3). Ou seja, (0,0,2) ou (0,1,1) e suas respectivas permutagdes.
Logo, o termo correspondente a segunda ordem em ¢ €

§§+§§+z2§+§BA+§A2+§AB. (3.28)

A expressao (3.28) pode ser reescrita como

2

t

E(A +B)?, (3.29)
que corresponde exatamente ao segundo termo da expansao do operador exponencial da equa-

cdo (3.21)
O termo de ordem #3 é composto de fatores envolvendo (n,ny,n3) com ny +ny +n3 = 3.
Ou seja, (1,1,1), (0,0,3) ou (0, 1,2) mais permutagdes. O termo de terceira ordem em ¢ é dado

por

RPN ST S P PR S P N UL T S AP SR
—A°+—B+——-A"+—ABA+ —BA“+ —B°A+ —A"+ —-AB°+ —-A°B+ —A 3.30
g Tl g AR g BT AT AT AR g ATB e 330)
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que pode ser rearrumado como

%A +B)’+ g (2ABA — BA” +2B*A +2AB> — A”B).. (3.31)
Nesta dltima expessao, a primeira parcela coincide com o termo de terceira ordem da expansao
(3.21). A segunda parcela € uma corre¢do de terceira ordem em ¢ devido ao cardcter ndo
comutativo dos operadores. De fato, hd uma correspondéncia biunivoca entre os termos de
ordem par da expansao do operador S, e os termos, de mesma ordem, da expansao (3.21).
Procedendo de maneira similar, podemos escrever os termos de ordem superior. Por exem-
plo, para #> ha combinacdes de (n,ny,n3) tais quais (0,0,5), (0,1,4), (1,1,3), (0,2,3), (1,1,3),
(1,2,2) mais suas permutagdes.

Assim, de maneira geral, podemos escrever

Sz(t) _ et(A+B)+t3R3+t5R5+'~. (3.32)

Os operadores R3, Rs, ..., sdo combinacdes de A e B e estdo associados as correcdes semelhan-
tes aquela que aparece na expressao (3.31).
Uma importante propriedade do aproximante simetrizado descrito na equacio (3.26) é sua

reversibilidade temporal

Sy (t)Sa(—t) = er4eBerAe T4 Be 74 (3.33)

=1

Esta propriedade é responsavel pelo cancelamento dos termos de ordem par no lado direito da
equagao (3.32), o que torna o aproximante de segunda ordem.
Vamos agora mostrar como pode-se contruir um aproximante de quarta ordem simetrizado

a partir do aproximante de segunda ordem simetrizado. O ponto de partida € a expressao

S(t) = Sa(st)S2((1 —25)t)S2(st)

—S

s 15 _ l—s s
— e2tAeStB T AL (1-28)1B tAestBeztA7 (3.34)
na qual s € um numero real arbitririo, por enquanto.
Agora, o parametro s pode ser escolhido de forma a promover o aproximante (3.34) a quarta

ordem. Para tal, considere a expressdo do erro dado em (3.32)
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S(t) = Sy(st)S((1 — 25)1)Sa(st)

_ esz(A+B)+s3z3R3+ﬁ(z5) e(l723)1(A+B)+(172s)3t3R3+0’(t5) (A+B)+s3 PR3 +0(19)

eS[

— o (A+B)+[253+(1-2)’|Rs+-0(1°). (3.35)

Observe que a escolha dos pardmetros na forma {s,1 — 25,5} na primeira linha da equagdo
(3.34) permitiu que o termo de primeira ordem na ultima linha da equagdo (3.35) tornar-se
exatamente igual a 7(A + B) e, além disso, tornar o produto S(¢) simetrizado. Implicando assim
que S(¢)S(—t) = I e fazendo com que as corre¢des de ordem par se anule na dltima linha da

equacdo (3.35). Para promover o aproximantes (¢) a quarta ordem, basta escolher s como a

solucdo de
253+ (1 —25)° =0, (3.36)
ou .

Seguindo a mesma linha de raciocinio, um outro aproximante de quarta ordem pode ser

construido da seguinte forma

S4(l) = [SQ(SZI)]ZSQ((l —4S2)t)[S2(S2t)]2 (3.38)

1-3sp

5 1-3sp _ S
:eztAesztBesztAesztBe 5 l‘Ae(l 4S2)tBe 5 I/‘Aeszl‘Beszl‘AesztBe2l‘A7 (339)

onde o parametro s, € a solu¢ao da equacao

453+ (1 —4s7)> =0, (3.40)
ou
L (3.41)
Sy = 4 _41/3 . .

Embora, tanto o aproximante S(z) quanto o S4(¢) sejam ambos de quarta ordem, ha algumas
vantagens em se usar o segundo na solu¢do numérica das equagdes de movimento [44]. Para
uma revisdo mais detalhada dos aspectos gerais do método consulte as seguintes referéncias
[45, 46].

Nesta dissertagdo, empregamos o aproximante S4(¢) para resolver numericamente as equa-
¢oes de movimento hamiltonianas para o modelo XY'.

Observe que a aplicacdo dos operadores na ordem em que aparecem no algoritmo € impor-
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tante. E a aplicagdo em diferentes sequéncias altera como cada componente € atualizada.

31



3.3 DINAMICA CRITICA EM TEMPOS CURTOS 32

3.3 Dinamica Critica em Tempos Curtos

Como apresentado no capitulo anterior, os fendmenos criticos referem-se ao comporta-
mento do sistema na regido proxima ao ponto critico. Esse comportamento, em geral, € descrito
por leis de poténcia envolvendo, os assim chamados, expoentes criticos e a distancia ao ponto
critico. Por exemplo, tanto a susceptibilidade quanto o calor especifico divergem no ponto cri-
tico. Outras grandezas termodindmicas nessa regido, também, exibem comportamento critico.
O interesse no comportamento singular dessas grandezas tem uma longa histéria [47] e tem
sido sempre crescente ao longo dos anos. O esfor¢o continuado para uma melhor compreensao
dos fendmenos criticos, culminou com a teoria do grupo de renormalizacdo, os conceitos de
universalidade e invaridncia de escala. Essas ideias fundamentais ultrapassaram o escopo da
Fisica e s@o aplicadas a diversos outros campos da atividade intelectual humana [48].

A teoria fenomenoldgica dos fendmenos criticos considera que o sistema encontra-se no
limite termodindmico, ou seja, nessa condicdo o sistema encontra-se em equilibrio e o niimero
de particulas que compdem o sistema N — co. Outrossim, na regido critica, as particulas do
sistema desenvolvem uma forte correlacdo espago-temporal. Isto faz com que os tempos de re-
laxacdo crescam sem limites na criticalidade. Todavia, nos sistemas estudados por simulagdes
computacionais, tem-se um ndmero finito de particulas e um intervalo de tempo ¢ de simula-
¢do ou observagdo, finito. Surge desse fato, a problemadtica de como estudar eventos que em
principio, ocorreriam apenas para estados de equilibrio (f — o) de um sistema com um nimero
infinito de particulas.

Uma solucdo para este dilema € utilizar técnicas de extrapolacdo na andlise dos resultados
de uma simulacdo computacional. Ou seja, simular sistemas com diferentes nimeros de par-
ticulas e fazer a extrapolacdo para N — co. Assim como, extrapolar o tempo para valores
de t > 7 onde, T é o tempo de relaxacdo do sistema (que € finito para N finito). O tempo
de relaxacdo define uma escala de tempo caracteristica, associada a demora que um sistema
termodinamico levaria para relaxar e atingir o estado de equilibrio.

O escalonamento de tamanho finito [49], € uma das técnicas de extrapolacdo que permite
tratar os dados obtidos por simulagdes baseadas em métodos estocdsticos ou deterministicos, e
determinar as propriedades criticas de um sistema.

Na vizinhanca de um ponto critico o comprimento de correlagio & cresce indefinidamente.

Seu comportamento € expresso como

En~e, (3.42)

onde € € a distancia ao ponto critico. E o tempo de relaxacdo do sistema escala com o compri-
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mento de correlagdo da seguinte forma

T~ 2, (3.43)

onde introduzimos o expoente critico dindmico, z. Essas divergéncias sdo as chaves para en-
tendermos o comportamento peculiar das grandezas termodinamicas na regifo critica.

Apesar da maioria dos estudos em fendmenos criticos concentrarem-se sobre uma descri¢do
das propriedades de equilibrio, uma predicdo fundamentada em um tratamento de grupo de
renormaliza¢do [7], mostrou que a evolu¢do dinamica de um sistema preparado, inicialmente,
para evoluir a partir de um estado distante do equilibrio também € critica.

Esta predicdo foi confirmada em diversos sistemas idealizados, como o modelo de Ising
[12] e o modelo XY [50]. Nesses estudos, verificou-se que a evolugdo temporal de certos
observéveis, no ponto critico, segue uma lei de poténcia apds um intervalo de tempo micros-
copico. Através de uma simulacdo Monte Carlo do modelo de Ising, relatada na referéncia [6],
fica demonstrado que o comportamento de escala e o fendmeno da universalidade podem ser
observados em um relativamente curto intervalo de tempo durante a relaxacdo do sistema para
o equilibrio. Um intervalo de tempo curto, significa que o tempo de observagdo é muito menor
que o necessdrio para o sistema atingir o equilibrio. Este resultado € extremamente relevante,
uma vez que propde que a abordagem em tempos curtos pode ser utilizada para identificar
corretamente os valores dos parimetros criticos de um modelo. E importante observar que os
expoentes universais que caracterizam a transi¢do de fases do sistema estdo diretamente rela-
cionados com os expoentes que governam as leis de poté€ncia observados durante a relaxagcao
critica.

Assim, a localizacdo das transi¢Oes de fases e os expoentes criticos estaticos e dindmicos
podem ser obtidos através da relaxac@o de nao-equilibrio do sistema. Este método ficou conhe-
cido como dindmica critica de tempos curtos. Pois, o estudo € realizdo numa escala de tempo
muito menor que o tempo necessario para o sistema atingir o estado de equilibrio.

A teoria que descreve formalmente a relaxa¢do de um sistema em tempos curtos foi origi-
nalmente desenvolvida por Janssen, Schaub e Schmittmann em 1989 [7], usando técnicas de
teoria de campo. Estes autores demonstraram que os expoentes criticos calculados, em tempos
curtos, sdo os mesmos que seriam obtidos caso as medidas fossem realizadas com o sistema no
equilibrio termodinamico.

No nosso trabalho, vamos obter as propriedades criticas do modelo XY através da relaxacdo
critica em tempos curtos. A evolugdo do sistema segue uma dindmica hamiltoniana e, portanto,
sua energia total deve se conservar. Assim, o parametro de controle € a densidade de energia,

ao contrdrio da temperatura como € usual em simulac¢des realizadas no emsemble canonico.
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Para um ferromagneto o parametro de ordem € a magnetizacdo. Porém, o hamiltoniano
(3.1) € invariante por rotagdo e esta simetria é preservada, mesmo em baixas temperaturas,
para sistemas de tamanho finito. Uma quebra espontanea de simetria s6 pode ocorrer no limite
termodinamico. Em simula¢gdes computacionais, onde o sistema € sempre finito, é conveniente
empregar o modulo da magnetizacdo como parametro de ordem [5]. Portanto, o pardmetro de
ordem é dado por

M= ]% Y S| (3.44)
i=1

De acordo com a formulagdo apresentada [7], na regido critica e para um estado inicial-

mente ordenado, a relaxa¢do do pardmetro de ordem obedece ao seguinte escalonamento

(M(t,e)) =t PV (11/V2g), (3.45)

com ¢ o tempo, e a densidade de energia, e. a energia critica, € = (e — e.) /e, a distincia ao
ponto critico, enquanto que e v sdo os exponentes criticos estdticos associados a divergéncia
do parametro de ordem e ao comprimento de correlagdo, respectivamente e z € o expoente
critico dinAmico. Na equagéo (3.45), (---) indica uma média sobre diferentes estados iniciais
do sistema, ou diversas realiza¢des do processo de relaxagio, e .# é uma funcio de escala.

Ressaltamos que o comportamento de escala do parametro de ordem depende do estado
inicial do sistema [50]. Por exemplo, para um estado inicial completamente desordenado, o
parametro de ordem inicialmente cresce com o tempo para, s6 algum tempo depois, decair para
zero [8].

Numa andlise de dindmica critica em tempos curtos, o sistema € preparado em um estado
inicial bem definido, e liberado para evoluir de acordo com sua dindmica com o parametro
de controle fixado. No nosso caso, o estado inicial escolhido € completamente ordenado e o
parametro de controle a densidade de energia. Note ainda que devemos repetir o processo para
tomarmos médias sobre varias realizacdes do processo de relaxacdo. Quando a dindmica € uma
dinamica estocéstica, algum método Monte Carlo, por exemplo, a configuragao inicial pode ser
Unica para todas realizagdes. Como em nosso estudo a dinamica € deterministica, precisamos
de uma configurac¢do inicial distinta para cada realizacdo. Assim, escolhemos orientar todos os
rotores na direcdo X de forma que a energia configuracional € minima. A quantidade de energia
necessdria para atingir o valor da densidade de energia prescrita na simulacao, € aleatoriamente
distribuida como energia cinética dos rotores.

Além da magnetizacdo do sistema, vdrias outras grandezas termodinamicas sdo uteis para

analisar o comportamento coletivo do sistema. As grandezas que monitoramos ao longo do
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processo de relaxacdo sdo definidas abaixo.
O segundo momento da magnetizacdo, € outra grandeza relevante que fornece informacoes

importantes sobre o comportamento critico do sistema. O segundo momento da magnetizacao

2
Xo(r) = % < <25> > . (3.46)

Em que 7 = 7; localiza o i-ésimo sitio da rede num sistema de coordenadas arbitrdrio. E o

¢ dado por

somatorio extende-se sobre todos sitios da rede.
Monitoramos também a transformada de Fourier da funcdo de correlacdo de dois pontos

em funcdo do tempo ¢

— —

1 e
12(t) = = ¥ (85 S,) 0, (3.47)
L]

na qual escolhemos K = (27r/L)%, sendo L a dimensdo linear da rede.
As equagdes (3.46) e (3.47) nos permitem introduzir um comprimento de correlagido depen-

dente do tempo [51]

g(t):% (;C—Z— ) (3.48)

Também, calculamos a flutuacdo do parametro de ordem

AM(t) = zlv < (;sFl)z - <zi‘,sﬁ>2 > : (3.49)

Todas essas grandezas apresentam leis de escala no ponto critico [8]. O fator de estrutura

(3.47) e a flutuagdo do parametro escalam como
Xie(t) ~ AM(t) ~ 17V, (3.50)

onde Yy é o expoente critico da susceptibilidade. O expoente critico dindmico pode ser obtido

tanto do comprimento de correlagdao
E(r) ~ 1% (3.51)

quanto da razdo entre o segundo momento e o primeiro ao quadrado, denominado como cumu-
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lante de Binder de segunda ordem [8]

U (1) ~ 137, (3.52)
Além disso,
de e=0

3.4 Determinacao do valor critico do parametro de controle

Vamos agora descrever um método para determinar o valor critico do parametro de controle
(densidade de energia) usando a relaxacgdo critica do parametro de ordem. Vdrios expoentes
criticos podem também ser obtidos de forma independente no processo descrito abaixo.

A equacdo (3.45) pode ser reescrita da seguinte forma

InM(t,€) = —‘%ln (t)+In.(t'/Ve). (3.54)

Derivando os dois lados da equagéo (3.54) acima, em relac@o a In(7) obtemos

InM(te) B 1 o)

dlnt vz A dlInt

Para realizar a derivacao contida no dltimo termo da equagdo (3.55) € conveniente introduzir

(3.55)

T =1n(7) (3.56)

x=t/v2g

— ge™/Vz, (3.57)
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Assim,

1 0. (1" Vee) 1 0 (x)
M 9t M It
1 0.4 (x) dx
~ 4 ox It
1 0 (x) get/Vvz
T ox vz
1 0. (x) x

—~

=xAM(

dx vz
%). (3.58)

onde introduzimos a fung¢do universal de escala .# definida por

— 1 1 d4(x)
%(X)—V—Z% ax .

(3.59)

Agora, definindo
dInM(t,€)
Yit,e)=——7F
(#.€) dlInt

e usando o resultado (3.58), a expresssao (3.55) torna-se

b +x M (x), 3.61)
|4

(3.60)

Y(t,e) =

onde x € uma varidvel de escala definida na equacgao (3.57).

O resultado obtido em (3.61), fornece um método para se determinar o valor da energia
critica e.. De fato, como x < €, em € = 0 (e = e.) a equagdo (3.61) torna-se

Y(r,e=0)= —E. (3.62)
vz

Uma maneira prética de se determinar e, € construir um gréifico da forma descrita a seguir.

Seja Wi(e) = W(1;,e), isto é, a curva dada pela interse¢@o do plano t = t; com a superficie
Y(r,e). Agora, se tragarmos um gréfico de W;(e) como uma fung@o de e, a equacao (3.62) diz
que as curvas se interseptarao no ponto (—f/vz,e.).

Além disso, da equagdo (3.61) temos que

d¥(t,€)
de e=0

= (0)'/V. (3.63)



CAPITULO 4

Resultados e Discussoes

Neste trabalho estudamos o modelo XY definido em uma rede cubica simples, de lado L.
Adotamos um sistema de unidades no qual o espacamento da rede € unitario. A cada um dos
N = L x L x L sitios da rede associamos um rotor planar S; = (cos(6;),sin(6;)), onde 6; é o
angulo que o i-ésimo rotor faz com a dire¢do do eixo x. Impomos condi¢des de cortorno perid-
dicas para reduzir os efeitos de fronteira. Os rotores interagem de acordo com o hamiltoniano
expresso na equacao (3.1).

As propriedades do modelo foram obtidas através da relaxacao dindmica critica em tempos
curtos. A evolug@o dindmica do sistema foi realizada integrando-se as equagdes hamiltonianas
de movimento pelo método de integragdo numerica descrito na secao 3.2.

A integracao foi realizada utilizando um programa computacional escrito em linguagem C.
Aplicamos alguns artificios de paralelizacdo que permitiram gerar os dados numa plataforma
de computacdo paralela. Dessa forma, foi possivel evoluir um sistema com até 256 x 256 x 256
rotores por trajetdrias composta por 5 x 10* passos de integracio.

Nossa simulagéo partiu de um microestado completamente ordenado M (¢t = 0) = 1, devido
a este ordenamento o angulo € 6; = 0 para todos os rotores da rede e a a energia descrita pelo
hamiltoniano (3.1) € minima. Os rotores possuem apenas energia cinética devido a rotacdo em
torno do eixo z € ndo possuem energia cinética de translacdo. Como a energia € fixa, introdu-
zimos no termo de energia cinética certa aleatoriedade, para que as amostras se diferenciem
uma das outras e nao reproduzam o mesmo microestado inicial. Fazemos isto, através de uma
amostragem aleatdria no ensemble das configuracdes iniciais dos microestados que possuem a
mesma energia cinética, mesma magnetizacao e mesma energia potencial.

Ap0s iniciada a evolug¢do dindmica, o sistema aumenta a energia configuracional, aumen-
tando a energia de interagdo dos pares de rotores vizinhos. Em um instante t = ¢/, 0s momentos
magnéticos dos rotores deixam de estar alinhados, como pode ser observado 4.2.

Nesta configuracao, o comprimento de correlag@o € pequeno, apenas um diminuto grupo de
particulas estdo correlacionadas e movem-se mais ou menos juntas enquanto M(¢) diminui len-
tamente. Esses aglomerados se comportam como particulas um pouco maiores, que se movem

independentes.

38
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Figura 4.1 Estado inicial do sistema, o momento magnético dos rotores apontam ao longo da direcao
X.

AAAAT AT S
A A7 A T
A== AT T
=7 AT A T =
AT AN T T
A 7 7 T 7

Figura 4.2 Estado do sistema em um instante 7 = 7/, 0s momentos magnéticos podem estar apontando
em qualquer direcio.

Inicialmente, simulagdes exploratérias foram realizadas para localizar a regido critica. Uti-
lizamos redes com distintos tamanhos, L = 32, L = 64 e L = 128, por uma questdo técnica
em nossa implemantacdo, L necessariamente deve ser uma poténcia de dois. Além disso, in-
vestigamos a possibilidade do tamanho do sistema ter alguma influéncia em nossas andlises.
Observamos que aparentemente este fato € irrelevante, ou melhor, ndo detectamos a presenca
de efeitos de tamanho finito. Embora, o tamanho do sistema seja relevante para o comprimento
da “janela” de tempo na qual podemos observar o sistema. Quanto maior o sistema maior € o
tamanho do comprimento de correlagdo que ele pode acomodar. Dessa forma, podemos simular
o sistema mais proximo do ponto critico. De fato, como o comprimento de correlagcdo cresce

sem limite, ele fatalmente se tornard maior que L para uma energia suficientemente préxima da
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critica e, quanto maior o sistema, mais proxima da critica estard essa energia.

Nas simulacdes exploratdrias, definimos além do intervalo de densidades de energias utili-
zadas, qual o valor do passo de tempo ou, intervalo de integracdo Of, usariamos para integrar
as equacdes de movimento, realizamos testes para 6t = 0.1, 6t = 0.02 e 6 = 0.5. Pois, se o
ot fosse muito pequeno o tempo de simulag@o se tornaria muito grande. E se ele fosse muito
grande poderiamos introduzir flutuagdes indesejaveis. Realizamos vérias amostras para compa-
rar os resultados e assegurar que o valor do 8¢ preserva a estabilidade do método. Além disso
comprovamos que de fato nosso algoritmo conserva a energia total do sistema. A figura 4.3
ilustra a conservacdo total de energia para 16 realizacdes da dinamica na densidade de energia
e = 0.1128. Observamos que a energia flutua em uma faixa estreita em torno da energia média,

mesmo para um grande nimero de etapas de integracao.

0,1128005 |
| i VNI
W .
0,1128000 - L |
W TNV
/ /]
0,1127995 - -
[— e=0.1128]
C 1 | | | 1 | ]
0 1500 3000 4500

Figura 4.3 Flutuacdo da densidade de energia total do sistema em func¢do do tempo. Para e = 0.1128,
T =5000e L =256.
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Ap6s fixarmos o tamanho da rede, L = 256 e ¢ = 0.2 realizamos durante a evolugio di-
namica do sistema o cédlculo das grandezas de interesse em funcdo do tempo. Repetimos o
procedimento para diversas amostras e calculamos o valor médio para a magnetizacio M (1),
para o segundo momento da magnetizagdo ¥ (), transformada de Fourier da funcéo de correla-
¢do xx(t), e do comprimento de correlagdo & (7).

Ap6s os dados serem obtidos por meio das simulagdes numéricas, aplicamos uma técnica
de reamostragem de acordo com [52], e que permite além de eliminar possiveis tendéncias nos
dados, estimar médias e os desvios estatisticos associadas as grandezas.

Dados da Simulagao

O tempo maximo de simulagio foi da ordem 10*.

N =256°

* Consideramos cerca de 2048 amostras nas médias.
* O tempo estimado para simular cerca de 64 amostras foi aproximadamente 8 horas.

O parametro de controle conveniente é a densidade da energia total. Poderiamos estimar
a temperatura correspondente a uma dada densidade de energia e apresentar nosso resultados
em funcdo da temperatura mas, como estamos simulando o sistema num ensemble microcano-
nico resolvemos apresentar os resultados em funcdo da densidade de energia. Os valores das

densidades estudadas estdo sumarizados na tabela (4.1)

4.1 Magnetizacao

Na figura 4.4 mostramos o relaxamento do parametro de ordem do modelo XY, o médulo
da magnetizacdo, como uma fun¢do do tempo em uma escala duplo-logaritmica, para uma rede
cuibica simples com L = 256 . Os gréficos das figuras desta dissertacao foram produzidos com o
software xmgrace [53] e os valores das densidades de energia utilizados nas simula¢des foram
aqueles da tabela (4.1). Podemos observar que para alguns valores da densidade de energia mais
baixos, as curvas de InM em fun¢do de Int possuem uma concavidade para cima. Enquanto
que as cuvas para alguns valores maiores da densidade de energia sdo cOncavas para baixo.
Para os valores de energia e = 0.112 e e = 0.114 as cuvas apresentam um comportamento
praticamente linear. Provavelmente, o valor da densidade de enegia critica deve estar inserida
neste intervalo entre estas densidades, pois os pontos parecem estar sobre linhas retas. Como

mencionado anteriormente na secdo 2 esperamos que na regido critica o comportamento da
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Tabela 4.1 Densidades de energia utilizadas nas simula¢des
| Densidades de Energia |

0.1090
0.1095
0.1100
0.1105
0.1110
0.1115
0.1120
0.1125
0.1130
0.1135
0.1140
0.1145
0.1150
0.1155
0.1160
0.1165
0.1170

curva do logaritmo da magnetizacdo em fun¢do do logaritmo do tempo no valor e = e, seja
linear. A partir disso, o valor da densidade de energia para o qual a curva de InM em fung¢do
de Int possui o comportamento linear deve estar no intervalo entre e, = 0.1125, sinalizada pela
linha tracejada, e e, = 0.1140, sinalizada pela linha pontilhada.

Ressaltamos que a magnetizacdo € uma grandeza fundamental para nossa andlise visto que,
¢ através do comportamento dela que conseguimos encontrar o valor critico e, do nosso para-
metro de controle.

Para encontrar o valor da energia critica, observamos na figura (4.4) aquelas com com-
portamento mais linear, estimamos um intervalo onde a energia critica provalmente, estaria
localizada e executamos o programa novamente para alguns outros valores e, inseridas neste

intervalo. Uma estimativa para e, = 0.1133.

4.2 Derivada logaritmica da Magnetizacao

A figura 4.5 mostra o comportamento de ¥, como uma fun¢do de 7 = Inz. De acordo com

a equacdo (3.61) temos que W(g,7) assume um valor constante ou seja, ndo depende do tempo
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Figura 4.4 Magnetizacdo como uma func¢io do tempo em uma escala duplo-logaritmica para vérios
valores de densidade de energia, L = 256.

para e = e.. Esta grandeza permite localizar a densidade de energia critica com precisdo. O
valor de W(¢,1) exatamente no ponto critico determina o valor de 8 /vz. Observamos ainda que
o comportamento da fun¢do € crescente para energias abaixo de um certo valor e decrescente
acima de um outro valor. A energia critica esta entre esses dois valores.

Podemos observar na figura (4.5), que o comportamento do parametro de ordem ¥ para
os valores de densidade de energia simulados é bem préximo, e praticamente parabdlico para
T 2 7. Este comportamento além de estar relacionado ao fato da configuragio inicial ser a do
estado fundamental e o sistema estar na regido critica.

Para ter uma melhor vizualizagdo do comportamento de ¥, para instantes de tempo onde o
sistema estd mais correlacionado, ampliamos a figura (4.5). A figura (4.6) exibe o comporta-

mento de W apds este corte.
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6,0 7,0 8,0

Figura 4.5 Derivada do logaritmo da mangnetizacdo em relacdo a 7, W, em funcdo de 7. Na fase
ordenada, e < e., as curvas sdo cOncavas para cima, e na fase desordenada, e > e., concavas para baixo.
Y nao depende do tempo em e = e,.

As derivadas numéricas da figura (4.5), foram calculadas de acordo com a técnica descrita
em [33]. A técnica permite ajustes que mantém as caracteristicas de cada curva e depende de
um parametro que controla o nivel de flutuagdo que deve ser filtrado no processo de ajuste.
Como as curvas na figura 4.4 estavam suaves o suficiente, o valor desse parametro foi prati-
camente irrelevante. A utlizacdo de um valor diferente para o parametro, embora nao altere
drasticamente o cédlculo das derivadas, pode tornar a curva mais suave. Logo, o valor do pa-
rametro embora influencie, ndo distorce o comportamento das derivadas obtidas com nossos
dados. O valor de W € constante na energia critica. Porém, o tempo de relaxacdo escala com
o comprimento de correlagdo. Assim, para valores de & ~ L € possivel observar um desvio do

comportamento linear do decaimento do parametro de ordem para 7 grande o bastante, pois 0
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7,0 1,5 8,0 8,5

Figura 4.6 Mostra um corte na figura (4.5), para maiores valores de 7.

sistema deve ir para o equilibrio. Como o parametro de ordem s6 € nulo no ponto critico no
limite L — oo, ¥(7,e = e.) para tempos maiores que o tempo necessario para o sistema relaxar
completamente e alcancar o estado de equilibrio. E natural esperar que esse tempo para o sis-
tema relaxar completamente e passar para o estado de equilibrio aumente com o tamanho do
sistema.

A partir das observagdes feitas da figura (4.5), € possivel fazer uma nova andlise para esti-
mar o valor da e, e darazdo 3 /vz. Na figura (4.5) sdo feitos cortes, por meio de linhas verticais.
Cada linha representa um instante de tempo diferente. Com os pontos obtidos das intersec¢oes
das linhas verticais com as curvas da figura (4.5), tracamos o grafico mostrado na figura (4.7).
Isto é, ¥(7,e) em funcdo dos respectivos valores de densidade de energias para 7 fixo. E im-
portante ressaltar, que cada curva da figura (4.7) representa um instante ¢ e a interse¢do destas

curvas fornece o valor da energia critica e.. De acordo com o método descrito na secdo (3.4),
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existe um valor de energia tal que o parametro de ordem assume um valor que nio depende do

tempo. Logo,

v

F 0. (4.1)

€c
O valor da energia critica estimado da figura (4.7)foi e, = 0.11336(4) com um erro na quinta

casa decimal.

T T | T |
02+ e =0,11336(4) —
Biuz = 0,350(2)
> nAlL |— t=3000 _
© 04 (= 4525
> — I8
N t:
' t=3354 1
t=3035
] — t=2726
0,6 |— t=2485 ]
t=2249
— t=2035
. | . | . |
0,111 0,114 0,117

c

Figura 4.7 W, como uma fun¢do da energia para alguns instantes de tempo selecionados. Como espe-
rado, as curvas se cruzam na energia critica.

Com a utilizagdo do método de diferenciagdo numérica descrito na referéncia [33], fizemos
um ajuste para as curvas da figura (4.7). Através deste ajuste conseguimos uma estimativa mais
precisa do valor e, e da razdo 8 /vz. Alguns pontos que causavam flutuagdes foram ajustados e

as curvas agora, possuem um comportamento mais suave que as curvas da figura (4.7). A figura
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(4.8) exibe o comportamento deste ajuste. Na figura (4.8), os pontos representam os dados
originais para cada curva e as linhas continuas as respectivas curvas suavizadas. Proximo da
e. devido as grandes flutuagcdes torna-se mais dificil obter resultados pois, os dados para serem
suavizados precisam de um nimero enorme de amostras. E isto, tornar-se computacionalmente

inviavel.

T | T T | T | T
0.2F ¢ =0.11336(4
Bluz = 0,350(2)
D 041 -
e
> |
0,6 _

| | | |
0,110 0,112 0,114 0,116

c

Figura 4.8 Ajuste das curvas da figura (4.7). Como esperado, as curvas apresentam um comportamento
mais suave que as curvas da figura (4.7)

4.3 Colapso de Dados

Os dados mostrados na figura (4.7) podem ser colapsados em uma unica curva de acordo

—~

com a equagdo (3.61). Neste procedimento € feito um gréfico de x.# (x) em fungdo da varidvel
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de escala x = r'/VZ¢. Sem levar em conta o termo independente de x na equacgdo (3.61), temos

W(t,e) = x.M(x). (4.2)

Como conhecemos os tempos e as densidades de energias, ver a figura 4.7 e a tabela 4.1
podemos assumir que os outros valores para calcular x sdo conhecidos. Para cada par de valo-

—~

res (f;,e;) teremos um valor de x = x;. A equagdo (4.2) implica que x;.Z (x;) = W¥(t;,¢;). Dessa
forma, o gréfico da fun¢do de escala desconhecida xjf(x) pode ser tracado em funcao de x.
Pelo menos para os valores de x = x;. Note que os dados devem colapsar sobre uma tnica
curva apenas se os valores corretos dos pardmetros e, e 1/vz forem empregados para calular
os valores x;. Casos os valores desses parametros sejam incorretos os dados ficardo espalha-
dos. Quanto maior este espalhamento, mais distantes os valores escolhidos estao dos valores
corretos. Um ajuste, a la minimos quadrados, fornece uma medida do grau de espalhamento ou
discrepancia. Quando a variancia do ajuste for minima toda discrepancia pode ser atribuida as
incertezas estatisticas contidas nos dados. Para minimizar a variancia sintonizamos os valores
dos parametros na expressao de x. A melhor estimativa para os paradmetros corresponde aqueles
valores que resulta na menor variancia.

O melhor colapso foi obtido para (1/vz) =0,9934(8) e e, = 0,11336(4) e, na figura (4.9),
mostramos o colapso dos dados.

Através da figura (4.9) a razdo /vz é determinada pelo valor de x//?(x), em x = 0.
E o valor estimado foi (/vz) = 0,350(2). O resultado de (1/vz) e de B/vz implica em
B = 0,348(2). Este valor para o expoente critico 3 deve ser comparado com a estimativa de
0,3486(1) [42] para 0 mesmo expoente, obtido através do método de simulagdo Monte Carlo
combinada com técnicas de teoria de campo.

Ressaltamos que o nosso resultado foi obtido através da dindmica critica de tempos curtos,
isto é, com o sistema longe do equilibrio termodinamico. Além disso, empregamos uma dina-
mica deterministica descrita pelas equa¢des microscopicas de movimento. O comportamento
critico dindmico observado na figura (4.9) é compativel com a teoria descrita secdo (3.3). E
importante salientar que essa teoria foi desenvolvida no contexto de dindmicas estocdsticas.
Outrossim, nossas estimativas para os parametros criticos concordam com as obtidas no con-

texto de dinamicas estocasticas.

4.4 Expoentes Criticos

Depois que estimamos o valor da e, com precisdo, realizamos novas simulacdes do sistema
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0,0 T T T I T

L ec=0,11336(4) i
B/vz = 0,350(2)
1/vz = 0.9934(8)

Figura 4.9 A figura mostra o colapso dos dados apresentados na figura (4.7) .

no ponto critico. Com os dados obtidos nesta densidade energia critica podemos calcular os
demais expoentes criticos. A energia critica deve estar estimada com precisdo, pois qualquer
desvio nessa quantidade muda bastante as estimativas dos expoentes.

A figura 4.10 exibe a evolu¢do temporal da magnetizacdo em uma escala logaritmica, na
densidade de energia critica, € num intervalo de tempo um pouco mais curto 1300 < ¢ < 3000
e média sobre 1024 configuragdes iniciais. Os pontos representam os dados originais e a curva
continua um ajuste linear. A partir da expressdo (3.45), observamos que no ponto critico
a inclinacdo da reta, obtida pelo ajuste, na figura 4.10 revela o valor estimado do expoente
B/vz=0,3484(8). Essa nova estimativa, fornece f§ = 0,3461(9).

Da mesma forma, o expoente y pode ser estimado pelo comportamento da transformada
de Fourier no ponto critico. Uma estimativa para a razdo 3/2z é obtida do comportamento

do comprimento de correlacdo. Porém, as flutuacdes nessas grandezas sao muito acentuadas e,
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aparentemente, 1024 amostras ndo sdo suficientes para uma estimativa confidvel destes expoen-
tes a partir dos nossos dados. De fato, o resultado obtido é fortemente dependente do intervalo
no qual o ajuste € realizado, tanto para a estimativa do expoente Y quanto para o expoente z. Em
uma pequena janela de tempo, fomos capazes de obter uma estimativa para z muito préxima de
1,5. Porém, ndo existe uma razao ou justificativa para desprezar os dados fora desta janela de
tempo. Por outro lado, os dados para a transformada de Fourier da fun¢ao de correlacao apre-
sentam flutuacdes de tamanha intensidade que um ajuste linear estd fora de questao, pelo menos

para o nimero de amostras que temos no momento. Nao obstante, a relagdo de hiperescala
Y+2B =Dv, (4.3)
onde D = 3 ¢ a dimensdo do espago, fornece

Yy 3 B
24— 2% —1.3032(8 4.4
vz oz 144 ’ ®), “9

na qual fizemos z = 3/2, valor supostamente exato [54]. Usando a nossa estimativa anterior
para 1/vz, obtemos y = 1,2946(9) e v =0,6711(5).

A tabela 4.2 resume todos os valores encontrados dos expoentes criticos discutidos neste
trabalho, juntamente com os valores destes expoentes obtidos de acordo com as referéncias
[42, 33].

Tabela 4.2 Expoentes criticos do modelo XY obtidos neste trabalho através da dindmica critica de tem-
pos curtos a partir de um estado inicial ordenado. Empregamos uma rede com 256 x 256 x 256 rotores.
Para comparagdo, incluimos resultados obtidos para o mesmo modelo utilizando outros met6dos.

Este trabalho Ref. [42] [33]

0,6711(5) 0,6717(1) 0,670(14)

0,3461(9) 0,3486(1) 0,349(6)

1,2946(9) 1,3178(2) 1,316(18)

1,5(1) — —

NIRRT
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Figura 4.10 Magnetizag¢do em fungdo do tempo em uma escala duplo-logaritmica, para o valor estimado
da densidade de energia mais préxima do valor critico. A inclinacio da reta fornece uma estimativa para
o expoente f3/vz.
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Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertacdo realizamos um estudo das propriedades criticas de um modelo XY de-
finido em redes cubicas simples. O modelo, aqui estudado, difere do usual no tocante a um
termo de energia cinética rotacional acrescida ao hamiltoniano de interagdo. Ou melhor, os ro-
tores cldssicos planares, além do familiar momento magnético de spin, também possui inércia
rotacional. Com a adicdo da energia cinética, foi possivel escrever um conjunto acoplado de
equagdes de movimento que governa a evolucdo dindmica do sistema. Dessa forma, o sistema
evolui no tempo obedecendo uma dindmica deterministica, ao contrario de uma evolugao esto-
céstica como € usual no estudo de fendmenos criticos através de simulacdes computacionais.
Nossa principal motivacao para este estudo, foi obter propriedades criticas através de uma di-
namica deterministica e verificar se as equacdes microscopicas de movimento reproduzem os
resultados do método dos ensembles estatisticos.

Nessa abordagem, precisamos resolver numericamente um enorme numero de equagdes
acopladas por um intervalo de tempo relativamente longo. Em nosso trabalho, devido nossas
limitacdes computacionais, analisamos o sistema durante sua relaxacdo dindmica em tempos
curtos — numa escala de tempo curta comparada ao tempo necessdrio para o sistema atingir
o equilibrio. Isto evitou as dificuldades associadas ao longo tempo de correlacdo dos sistemas
criticos em equilibrio, visto que as medidas sdo realizadas muito antes que o sistema alcance o
equilibrio e as flutuagdes se tornem muito correlacionadas.

Nossas andlises possibilitaram encontrar os expoentes criticos estdticos e o expoente dina-
mico. Além disso, conseguimos retratar o comportamento da magnetizacdo, estimar o valor da
energia critica e comprovar que a transi¢do ¢ de segunda ordem, concordando com o que € bem
conhecido sobre o modelo XY tridimensional.

O método de integracdo utilizado para solucionar as equagdes acopladas de movimento,
mostrou-se eficiente para reproduzir a evolugao temporal deste sistema. Outros algoritmos de
integracdo falharam em reproduzir a dinamica microscépica de modelos com simetria continua.

Os resultados mostram que a dinamica deterministica descrita pelas equagdes de movi-
mento hamiltonianas estd na mesma classe de universalidade da dindmica estocdstica, descrita

por algoritmos Monte Carlo ou, Equagdes de Langevin. Pelo menos para o modelo estudado
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aqui. Porém, acreditamos o mesmo deve acontecer para outros modelos com as mesmas carac-
teristicas.

Os resultados obtidos em nosso trabalho concordam com os resultados obtidos em dindmi-
cas estdcasticas para modelos com a mesma classe de universalidade. Embora ndo tenhamos
apresenato uma estimativa para o expoente dinamico z, resultados preliminares indicam z ~ 1.5.
Note que o valor de z considerado exato é 3/2 para o modelo XY tridimensional.

As equagdes microscopicas de movimento, como as hamiltonianas, sdo deterministicas por
natureza. Qualquer contribui¢do estocdstica vem apenas dos estados iniciais. Nesse contexto,
a abordagem deterministica € bastante diferente das estocdsticas. Logo, a lei de escala que
descreve uma ou outra abordagem poderiam ser diferentes. De acordo com os resultados aqui
apresentados, ndo hd diferenca entre as abordagens.

Nao obstante, a dindmica estocdstica gera estados de um ensemble candnico, a dindmica
deterministica estados microcanonicamente distribuidos. Nesse caso, a lei de escalonamento
dindmico deve ser modificada para levar em conta a diferenca entre os ensembles. No modelo
XY tridimensional o expoente o associado a divergéncia do calor especifico € muito préximo
de zero e nenhuma modificagdo da lei de escala é necessaria para o = 0.

Portanto, é necessdrio considerarmos o outro modelo com & # 0 e verificarmos que modi-
ficacdo deve ser feita no escalonamento dinamico para levar em conta a diferenca de ensemble.

Além disso, a unica condicao inicial estudada aqui foi de um estado completamente orde-
nado. Porém, escalonamento dindmico também € esperado para um estado inicial desordenado.
Nesse caso, um novo expoente dindmico entra em cena, que governa o crescimento inicial do
parametro de ordem. Um estudo na linha desenvolvida nesta dissertacdo pode ser conduzido

para uma condig¢do inicial desordenada.
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