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Resumo

Nas trés ultimas décadas muito esforgo tem sido empreendido por pesquisadores e agentes
publicos para a compreensao do papel da distribuicao espacial de renda no desenvolvimento
socioambiental em diversas escalas como bairros, cidades, regioes metropolitanas, pasises
e até continentes. Para distintas escalas de tempo e regimes de renda, uma grande classe
de modelos, pertencentes a area que se convencionou chamar de econofisica, pode ser
encontrada na literatura, desde aqueles que incorporam aspectos espaciais e topologicos, até
aqueles que utilizam um tratamento de equagoes diferenciais. Nesta dissertagao investigamos
as propriedades das correlagoes espaciais e temporais associadas a um modelo estocastico
de agentes que incorpora caracteristicas de heterogeneidade e adaptabilidade a um sistema
fechado no qual agentes sao caracterizados por sua renda m;, taxa de gasto w; e mobilidade
1i. Uma fracao ¢ da populacao possui taxa de gasto positivamente correlacionada com
sua renda enquanto que a populagao restante correlaciona-se negativamente. Um segundo
parametro p especifica a fragao de agentes cuja mobilidade pode estar correlacionada com
o nivel de renda, segundo 4 possiveis cenarios. A variacdo de parametros (p,q) produz
comportamentos limitantes para a taxa de gasto média e indice de Gini compativeis com
aqueles observados em dados reais. A distribuigao radial de recursos m(r) em torno do
agente de maior renda, bem como sua variancia Am?(r) contempla como casos particulares
resultados de modelos ja introduzidos na literatura. Por fim as correlagoes temporais

apontam para diferentes dindmicas de relaxacao do sistema dependentes do parametro q.

Palavras-chave: Econofisica, modelos de agentes, adaptabilidade, correlacoes.
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Abstract

In the last three decades much effort has been made by researchers and public agents to
understand the role of the spatial distribution of income in socio-environmental development
at various scales such as neighborhoods, cities, metropolitan regions, countries and even
continents. For different time scales and income regimes, a large class of models, belonging
to an area that is conventionally called economophysical, can be found in the literature,
from those that incorporate spatial and topological aspects, to those that use a differential
equation treatment. In this dissertation we investigate the spatio-temporal correlations
properties associated to a stochastic model of agents that incorporates characteristics of
heterogeneity and adaptability to a closed system in which agents are characterized by
their income m;, expenditure rate w; and mobility u;. A fraction ¢ of the population has
a spending rate positively correlated with their income while the remaining population
correlates negatively. A second parameter p specifies the fraction of agents whose mobility
may be correlated with the level of income, according to 4 possible scenarios. The variation
of parameters (p,q) produces behaviors limiting the average expenditure rate and Gini
index compatible with those observed in real data. The radial distribution of resources m(r)
around the highest income agent, as well as its variance Am?(r) particular cases results
of models already introduced in the literature. Finally, the temporal correlations point to

different system relaxation dynamics dependent on the ¢ parameter.

Keywords: Econophysics, agent model, adaptability, correlations.
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Capitulo 1

Introducao

Nas ultimas décadas, o numero de estudos nos quais a fisica esta aplicada de forma in-
terdisciplinar a temas ligados as ciéncias sociais, ciéncias biologicas, linguistica e urbanismo
tém crescido notavelmente [4]. Esses Sistemas Complexos, como tém sido chamados, sao
constituidos por um grande nimero de elementos que interagem entre si através de me-
canismos nao triviais, compartilhando caracteristicas fundamentais como adaptabilidade,
frustracao e memoria. Usualmente a composi¢ao dessas caracteristicas guia o sistema para
um comportamento coletivo emergente [5, 6].

Essa ligagao entre a fisica e outras areas do conhecimento fez com que um grande ntimero
de pesquisadores se interessassem e sugerissem novos métodos de analise e modelagem nas
ciéncias sociais [7|. Em relagao a economia, criou-se uma éarea de pesquisa chamada econofi-
sica. Em uma busca rapida, foram encontrados mais de 130 artigos publicados relacionados
ao tema Econofisica, no periodo entre 2008 e 2018 [8]. Cunhada em analogia a areas como
biofisica, geofisica e astrofisica, a expressao econofisica foi primeiramente utilizada pelo fisico
americano Harry Eugene Stanley, na conferéncia Dynamics of Complex Systems, realizada
na India em 1995 [9]. Apesar do termo econofisica ter sido utilizado recentemente, a ligacio
da fisica com a economia vem de algumas décadas atras através de alguns pesquisadores
como Pareto, Mandelbrot e Bachelier [10].

A econofisica é uma area de pesquisa interdisciplinar que utiliza-se de métodos matemé-

ticos da mecanica estatistica para abordar problemas de natureza economica. Esse novo
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ramo estuda sistemas com um grande ntimero de agentes econdmicos, que interagem entre
si. Uma de suas abordagens consiste na utilizagao de modelos microscopicos aplicados a
agentes heterogéneos e de aprendizagem, tentando reproduzir as regularidades estatisticas
existentes nos sistemas econémicos ou financeiros.

A distribuigdo de renda é um dos principais temas de interesse da econofisica [11]. A
forma como os recursos se distribuem em uma sociedade ou um mercado desempenha um
papel muito importante para os agentes econdmicos. Uma das primeiras contribui¢oes para
o estudo foi fornecida pelo matematico Vilfredo Pareto no final do século XIX, em que fez
a andalise de dados de renda de diversos paises europeus, concluindo que a distribuicao de
riqueza em uma sociedade seguia uma lei de poténcia, com um expoente v que nao dependia

das diferentes condigoes econdomicas dos paises [12], descrita pela expressao:
P(m) oc m~ 0+ (1.1)

onde m representa a quantidade de recursos e v é o chamado expoente de Pareto.

Embora a lei proposta por Pareto estivesse de acordo com o regime de grandes intervalos de
renda, ela divergia para médios e pequenos intervalos. A partir da década de 1960, através
de muitos estudos empiricos, verificou-se que o expoente para a cauda de distribuigao de
renda nao era universal [13, 14]. Com isso diversos modelos foram propostos na tentativa de

obter novas distribui¢des em consonancia com os dados reais.

Alguns estudos [13, 14, 15] apontam que a distribui¢ao de renda P(m) pode ser subdividida
em dois regimes distintos separados por uma escala m.. O primeiro associado a um regime
de baixas rendas (m < m,.) descrito por uma fun¢ao Gama e um segundo ligado a um regime
de altas rendas (m > m,), matematicamente representado por uma lei de poténcia com um
parametro 1 < v < 2, usualmente chamado de expoente de Pareto. Explicitamente:

pm)" e M m < m
P(m) = (6m) ‘ (1.2)
m~ 1) ,om > me
onde 3 representaria o inverso do valor médio de renda para uma distribuicao Gama com-

pleta.
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Para garantir que a distribuicao seja normalizada, temos o seguinte vinculo:

> _ y(n,pm;) 1
/o P(m)dm = B + o 1 (1.3)
onde
) = [ (B e (1.4)
0

indica a funcao Gama incompleta inferior.

Um aspecto importante é quantificar o grau de heterogeneidade da distribuicao de recursos
de um sistema econdémico. Usualmente o indice ou coeficiente de Gini é o parametro utilizado
para indicar o grau de concentracao de renda de um sistema econémico. O indice de Gini
estd compreendido entre 0 < G < 1 que assume valor G = 0 para minima concentragao de
renda, ou seja, todos os individuos possuem a mesma quantidade de recursos e G = 1 que
representa a maxima concentracao de renda, ou seja, um tnico individuo detém de todos os
recursos da sociedade [16].

O coeficiente de Gini é obtido a partir da curva de Lorenz, que é a forma padrao para
representar todos os dados da distribui¢ao de renda P(r). Ele é calculado analiticamente

através de duas quantidades paramétricas:

fo (r)dr

X(m) = T Pdr (1.5)
fo rP(r)dr

Y(m) = f P (r)dr (1.6)

onde X(m) representa a fracdo de agentes com recurso inferior a m e Y (m) a fragdo de
recursos associada a populac¢ao de X (m).

Na Figura 1.1, a curva vermelha (curva de Lorenz) representa uma distribui¢ao exponen-
cial de renda, e a curva preta representa a distribui¢ao de renda perfeitamente igualitéria.
A regiao entre as curvas ¢ a area de concentragao de renda e a regiao abaixo da curva de cor
preta e chamada de area de méxima concentragao.

O coeficiente de Gini é definido como a razao entre a area de concentracao de renda e a

area de maxima concentracao de renda, podendo ser escrito da seguinte forma,

G = 2/1()( —Y)dX. (1.7)
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Figura 1.1: Curva de Lorenz para uma distribuicio de renda exponencial (curva em vermelho) e a curva

correspondente a perfeita igualdade de renda (curva preta). Figura extraida de [1].
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Apesar do fato de que analiticamente o coeficiente de Gini esteja contido no intervalo
0 < G < 1, valores reais associados a esse parametro extraidos de dados do Banco Mundial,
estao concentrados numa subregiao. Na Figura 1.2, um histograma ¢ apresentado, contendo
as médias temporais do indice de Gini de 132 paises, onde os dados foram obtidos do Banco
Mundial entre os anos de 1990 & 2009, com representantes de todos os continentes [17, 18].
No subgrafico, exibimos os valores especificos da média temporal de cada pais com suas

respectivas barras de erro [2].
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Figura 1.2: Histograma dos valores médios dos coeficientes de Gini para 132 paises, bem como suas médias
temporais entre os anos de 1990 a 2009 com as respectivas barras de erro (subgrafico). Dados do Banco

Mundial e figura extraida de [2].
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Podemos observar que o intervalo no qual se encontram os valores reais destes dados, para
este parametro correspondem a G,;, = 0.2340.04 (Reptblica Eslovaca) e Gyap = 0.7440.04
(Republica da Namibia) respectivamente [2].

Nesta dissertagao estamos interessados em investigar alguns aspectos espaciais e temporais
da distribuicao de renda em uma rede composta de muitos agentes, onde estes incorporam
caracteristicas como heterogeneidade e adaptabilidade em suas taxas de gasto.

Esta dissertacao estd organizada da seguinte forma: no capitulo 2, apresentamos uma
breve revisao dos principais modelos encontrados na literatura [19, 9] aplicados na investiga-
¢ao do processo de distribuicao de renda de diversos paises, e suas principais caracteristicas.

No capitulo 3, abordamos alguns aspectos da distribui¢ao espacial de renda da perspectiva

econdmica e apresentamos uma generalizagao do modelo heterogéneo adaptativo [20], que
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engloba aspectos espaciais da distribuicao de renda.

No capitulo 4, apresentamos os resultados e a discussao do nosso trabalho relacionados
as correlacoes espaciais, assim como comparamos os resultados obtidos através do modelo
heterogéneo adaptativo com os dados reais de paises retirados do Banco Mundial.

Ja no capitulo 5, exibimos os resultados e as discussoes do nosso estudo, associados as
correlagoes temporais.

E por fim, no capitulo 6 expomos a conclusao, as perspectivas, e consideragoes finais de

nosso estudo.



Capitulo 2

Modelos

Devido ao desenvolvimento de recursos computacionais de alto desempenho, modelos es-
tatisticos de muitos agentes, que incluem em sua dinamica taxas de gasto, tem sido propostos
frequentemente como forma de descrever sistemas econdmicos fechados e que podem repro-
duzir algumas caracteristicas da distribuicao de renda, como por exemplo o indice de Gini
[21].

Em tais modelos, assume-se que o sistema é composto de N agentes {i =1,2,..., N} e
cada um possui uma quantidade de recursos m; (m; > 0), enquanto que a quantidade total

de recursos

N
> mi=M (2.1)
=1

P

é conservada. Para cada agente é estabelecida uma taxa de gasto w; (0 < w; < 1), que
seria a fracao atual da quantidade de recursos que pode ser transferida para outro agente,
que é escolhido entre os (N - 1) agentes restantes. De forma semelhante, é estabelecido
um parametro denominado poupanga A; = 1 - w; (0 < A; < 1) sendo a fragao de recursos
preservada em cada transagao. A dindmica do sistema prossegue até que todos os agentes
tenham realizado no minimo uma transagao, entao contabilizamos um passo de Monte Carlo.

Logo apdés uma transacao, cada unidade 7 e j terao uma nova quantidade de recursos

m;(t + 1) e m;(t + 1) respectivamente. A interacao pode ser descrita através das seguintes
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equacgoes:

Am = w;m;(t) — wjm;(t)
m;i(t +1) = m;(t) — Am (2.2)
m;(t+1) =m;(t) +Am

onde Am pode ser entendida como o fluxo efetivo de recursos em cada transagao. Divergindo
dos sistemas economicos reais, os sistemas estudados sao fechados, mantendo constantes o
numero de agentes N e a quantidade total de recursos M. Esses modelos também podem
ser classificados como simétricos e assimétricos. Um modelo é dito simétrico, quando a
probabilidade e com a qual um agente ¢ ou j perde uma quantidade de recursos ¢ fixa e a

quantidade de recursos trocados Am satisfaz a relagao:
Am(m;, mj;€) = —Am(mj, mg;€). (2.3)

Da mesma forma, um modelo é dito assimétrico, quando € for fixo e a quantidade de recursos

trocados Am satisfazer a relacao:
Am(m;, mj; €) # —Am(m;, m;;€). (2.4)

Em uma interagao entre dois agantes i e j, se a quantidade total de troca Am for inteira-
mente perdida por um agente e adquirida pelo outro, o modelo é considerado unidirecional.
Estes modelos sao normalmente separados em duas classes distintas, uma chamada ho-
mogénea e a outra heterogénea. Na primeira, os agentes tém a mesma taxa de gasto w,
enquanto que na segunda ha uma tnica taxa de gasto w; associada a cada agente. Em
ambas as classes, as taxas de gasto sao definidas de forma exdgena ao sistema. A seguir

discutiremos cada uma dessas classes.

2.1 Modelos Homogéneos

A principio iremos tratar dos modelos homogéneos, nos quais a taxa de gasto w é a mesma

para todos os agentes.
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2.1.1 Modelo de Angle

O modelo proposto por J. Angle em 1983 [21, 22] busca descrever como trocas individuais
entre agentes econémicos que inicialmente tem a mesma quantidade de recursos, produz uma
distribuicao de renda desigual. Do ponto de vista matemético, ele é classificado como um

modelo assimétrico e unidirecional, além de possuir uma dindmica nao linear.
Para o modelo de Angle, o modulo da variagao de recursos do i-ésimo agente ¢ dado por
|Am| = ewm;, (2.5)
onde € ¢ uma fragao aleatoria de m; e = e(m;)].
Quando m; < m; o agente 7 terd uma probabilidade py de perder seus recursos. Embora,
se m; > m;, o agente j terd uma probabilidade 1 - py de perder seus recursos.

A variacao da quantidade de recursos obedece a seguinte lei:
Am = n(m; —m;)ewm; — [1 —n(m; —m;)|ewm;, (2.6)

onde 7 e € s@o variaveis aleatorias. O parametro e estd compreendido no intervalo (0 < e
< 1), ele pode ser uniforme ou ter uma determinada distribui¢ao de probabilidade. Ja n é
uma variavel dicotdmica, responséavel pela unidirecionalidade do fluxo de recursos do modelo,
podendo assumir dois valores: com a probabilidade pg, 7 (m > 0) = 41 ou com probabilidade
1 —po, n(m < 0)=0. O valor de n igual a 1 quer dizer que o fluxo de recursos vai do agente
¢ para o agente j, ja quando o valor de n é igual a 0, a transferéncia de recursos se da do

agente 7 para o agente 1.

O modelo exibe um comportamento especial quando py = 1/2. Nesse caso, todos os
individuos tem a mesma chance de ganhar ou perder recursos. Nessa condigao especifica, a

distribuicao de renda apresentada pelo modelo é caracterizada por uma distribui¢ao Gama:

P(m) = Byn(Bm) = %(m)n—l exp(—fm), (2.7)

onde

T21-N 2w (28)

onde 8 é um parametro que faz o papel do inverso da renda média, e as variaveis n e D sao

D 14 2A 3 — 2w
n —
2

interpretadas como parametros referentes a dimensao do sistema. Percebe-se que quando n

< 1, ouseja, w > 3/4 ou A < 1/4, a distribuigao Gama diverge quando m — 0.
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Um analogo mecéanico para o modelo de Angle, ¢ um modelo com a interagao entre gotas
de chuva. Uma gota de chuva possui inicialmente uma massa m;, apds varias interagoes
ou colisoes , ela pode perder uma fracao da sua massa inicial, passando a ter uma nova
massa m;(t + 1) = m;(t) — Am, onde Am representa a fracdo de massa perdida. Contudo,
essa quantidade ¢ absorvida por uma nova gota que tinha massa inicial m; e que apds as

interacoes ou choques passa a ter uma massa m;(t + 1) = m;(t) + Am.

2.1.2 Modelo de Bennati

O modelo desenvolvido por E. Bennati [22], em uma perspectiva matemaética, é classificado
como simétrico e unidirecional. Neste modelo, os agentes interagem e trocam quantidades
constantes de recursos Am. Se apoés as transagoes, suas quantidades de recursos finais forem

positivas [m;(t + 1), m;(t + 1) > 0], o sistema ¢ descrito pela equacao 2.3, onde
Am(t+1) = Am(t), (2.9)

ou seja, o fluxo de recursos trocados nao depende de uma taxa de gasto. Caso |m;(t +
1),m;(t + 1) < 0] ndo ocorre interagao. Esse modelo ¢ analogo a um conjunto de particulas
trocando energia por emissao e absor¢ao de quanta de luz a uma frequéncia constante vy =
Amg/h.

Este modelo é bem descrito analiticamente pela distribuicao de equilibrio exponencial ou

distribuicao de Gibbs

pm) — SR/ ()

o (2.10)

onde (m) é quantidade média de recursos.

O modelo de Bennati torna-se equivalente ao modelo de Angle quando D/2 = n = 1.
Esse modelo diferencia-se do modelo de Angle pelo fato dele ser aditivo, ou seja, Am nao

depende de m, e o outro ser multiplicativo Am o m.

2.1.3 Modelo de Chakraborti e Chakrabarti

O modelo introduzido por Chakraborti e Chakrabarti |14, 15| possui uma dinamica de

troca de recursos semelhante a dos modelos discutidos anteriormente, tendo como regra geral
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as seguintes expressoes:

m;(t+1) = Im; +€e(1 — N)(m; +m;
(t+1) (1= N)oms+my) o
onde € = 1 — ¢ representa uma variavel aleatéria uniformemente distribuida no intervalo

(0,1). Esta regra é equivalente a Equagao 2.3 caso

Am = w(@w; — em;) = (1 — \)(aw; — em;) (2.12)
E+e=1

Da mesma forma do modelo de Angle, a distribuicao de recursos no equilibrio é descrita
por uma distribuicao Gama, assim como na Equagao 2.8, entretanto o parametro n é dado
por

D(A) 142\ 3-2w
2 1=\ w

ne(w) =n(\) = (2.13)

ou seja, é somente o dobro do parametro do modelo de Angle simétrico para py = 1/2.

Quando temos m — 0, a densidade de probabilidade é sempre finita e tanto para o valor
mais alto da taxa de gasto w = 1, ou para o valor minimo de poupanca A = 0, a distribuicao
converge para uma funcdo exponencial P(m) = [ exp(—/pm).

Apesar de existir uma relagdo entre as distribui¢oes de equilibrio do modelo de Angle
simétrico e do modelo de Chakraborti e Chakrabarti, algumas divergéncias podem ser apon-

tadas:

e O modelo de Chakraborti e Chakrabarti nao é unidirecional, a riqueza flui do i-ésimo

para o j-ésimo agente e vice-versa.

e O modelo ¢é linear do ponto de vista da transferéncia de recurso, enquanto que, a
unidirecionalidade do modelo de Angle implica em uma dependéncia nao-linear das

riquezas dos agentes.
e No modelo Chakraborti e Chakrabarti o componente estocastico esta apenas associado

ao parametro e.

Um anélogo mecanico para o modelo Chakraborti e Chakrabarti ¢ um sistema harmonico

com D = 2n graus de liberdade, ou um gas ideal em D = 2n dimensoes.
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2.1.4 Modelo de Dragulesco e Yakovenko

O modelo proposto por Dragulesco e Yakovenko [23, 24| reproduz trocas simétricas entre os
agentes econdmicos da mesma forma como ocorre no modelo de Chakraborti e Chakrabarti.
O modelo pode ser visto como uma reorganizagao aleatoria da riqueza total inicial (m; +m;)

de dois individuos,

m;(t+ 1) = é(my(t) + m,(t)) (2.14)

onde a quantidade de fluxo de recursos Am ¢é dada por
Am = eém; — em;. (2.15)

Os parametros € e € sao numero aleatorios distribuidos uniformemente no intervalo (0,1).
Pode-se considerar o modelo desenvolvido por Dragulesco e Yakovenko um caso particular
do modelo de Chakraborti e Chakrabarti para o caso onde o parametro de poupanca A é
nulo, ou seja, a taxa de gasto w é¢ maxima (A = 0 e w = 1).

Assim como nos modelos de Angle, de Bennati, e de Chakraborti e Chakrabarti (n = 1),
a distribuicao de equilibrio ¢ bem descrita por uma densidade puramente exponencial.

Na Tabela 2.1 apresentamos um quadro comparativo entre os modelos discutidos nessa

secao.

Tabela 2.1: Quadro comparativo dos parametros n()\), J; e «;, para os modelos de Angle, Bennati,

Chakraborti e Chakrabarti e Dragulesco e Yakovenko.

Modelo n(A) W 5
Angle Szl m(my —mi)e (1 —n(m; —m))e

(
Bennati 1 € (
Chakraborti e Chakrabarti 2222 ¢(1 — )\)) (

(

Dragulesco e Yakovenko 1 €
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2.2 Modelos Heterogéneos

Nessa secao, passaremos a tratar dos modelos heterogéneos, ou seja, nesses modelos cada
agente possui uma taxa de gasto distinta w; = 1 - \;, distribuida uniformemente no inter-
valo [0,1). A partir dos modelos homogéneos, podemos formular suas versoes heterogéneas
fazendo a substituigao do termo wm;(Am;) por w;m;(A;m;), onde o conjunto de paradmetros
w; (A;), é constante no tempo e especifico para cada agente.

Os modelos de Angle e de Chakraborti e Chakrabarti, apos suas reformulagoes, tem suas
dinamicas descritas por uma distribuicao exponencial para valores intermediarios de renda,

e uma distribuicao lei de poténcia para altos valores de renda como mostra a equacao
P(m) oc m~ ), (2.16)

E possivel reformular os modelos multiplicativos citados até aqui, exceto o modelo de

Bennati que ¢é aditivo, a partir da equagao 2.3, com o termo de fluxo de recursos dado por
Am = dzmz - (,ijj, (217)

onde w;m; e w;m; sao varidveis estocasticas que indicam a porcentagem real de recurso
perdida pelos i-ésimo e j-ésimo agentes, respectivamente. As variaveis w; e w; sao definidas

a seguir para os demais casos:

e No modelo de Angle, w; e w; sao fungoes nao-lineares e independentes dos recursos dos

agentes m; e m; e sao escritas segundo as equacoes:

G =n(l—=X\) = ew;
Ji=1—-¢€)(1-2Aj)=(1—-e€uw

(2.18)

onde € é uma variavel aleatoria com uma densidade g(€), usualmente U|0, 1] e n(m >

0) = 1 com probabilidade py e n(m < 0) = 0 com probabilidade 1 — py.

e Para o modelo Chakraborti e Chakrabarti podemos escrever w; e w; como [22]:

W; = my; — 1Ty; JeEW;
n(m; ) (2.19)

Wj = n(m; —mj)ew,
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onde € é uma variavel aleatoria uniformemente distribuida no intervalo (0,1) e w; ¢ um

namero aleatoério uniforme que pode assumir valores no intervalo (0, w;].

e O modelo de Dragulesco e Yakovenko é obtido quando w; — 1 [22].

2.3 Modelo Heterogéneo e Adaptativo

Nos modelos tratados anteriormente, os parametros sao regulados de maneira exdgena,
especialmente, a taxa de gasto de cada agente. Como forma de contornar tal fato, foi
introduzido um modelo microscopico, no qual a troca de recursos esta sujeita a um processo
adaptativo, onde a taxa de gasto pode ser regulada individualmente, em funcao da sua

quantidade de recursos.

No Modelo Heterogéneo Adaptativo [20], o sistema é fechado e composto por N agentes
1 =1, 2, ..., N, onde cada agente possui uma quantidade de renda m; > 0, e a soma total

destas quantidades é

M=> "m (2.20)

A taxa de gasto w; (0 < w; < 1) é o fator que determina a quantidade de recursos que
sera transferida do agente ¢ para o agente j, que é escolhido aleatoriamente entre os N - 1
agentes restantes. A taxa de gasto é atualizada a cada passo de Monte Carlo, de acordo
com sua renda e de um parametro denominado inércia p; (u; = 0 ou p; = 1), ligado a cada
agente. A inércia pode ser entendida como a capacidade de um agente modificar sua taxa
de gasto de acordo com mudancas externas. Apods cada transacao realizada, a quantidade

final de recursos obtida por cada agente obedece as seguintes equacoes

m;i(t + 1) = m;(t) + Amy;
m;(t+1) =m;(t) — Amy; (2.21)
Am;j = wjm; — wim;.
O Modelo Heterogéneo e Adaptativo pode ser caracterizada de duas formas possiveis, de
acordo com a variagao percentual de recursos a; dos agentes

=T

(2.22)
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onde essas duas formas foram denominadas respectivamente de Modelo Heterogéneo e

Adaptativo-1 e Modelo Heterogéneo e Adaptativo-2, que serao descritos a seguir.

2.3.1 Modelo Heterogéneo e Adaptativo-1 (MHA-1)

Nesse caso, apés uma transagao o agente conserva uma fragao da quantidade de recursos
restante, sendo m;(t + 1) < m,(t), isto ¢, se (o < 1), havera uma reducao na taxa de gasto
desse agente w;(t+1) < w;(t). Caso ocorra o oposto, quer dizer, se m;(t+1) > m;(t) (a > 1),
havera um incremento na taxa de gasto do agente w;(t + 1) > w;(t) na proxima negociagao.
A principal caracteristica do modelo MHA-1 é que os parametros da renda m;(t) e da taxa
de gasto w;(t) estao positivamente correlacionados. Pode-se representar matematicamente

esse comportamento pelas equagoes,

aw;(t), a<l1
wi(t+1) = (2.23)
Lwi(t)+ (1-1), a>1

« «

Podemos observar trés situagoes limites:

1. Se apds uma transagao um agente possuir m;(t 4+ 1) > m;(t), seu comportamento sera

aumentar sua taxa de gasto para w; ~ 1.

2. Se depois de uma transacao o agente possuir m;(t+1) = m;(t), sua atitude serd manter

sua taxa de gasto w;(t + 1) = w;(t).

3. Por fim, se ap6s uma negocia¢ao acontecer que m;(t + 1) < m;(t), sua reagao sera

diminuir sua taxa de gasto para w;(t + 1) ~ 0.

2.3.2 Modelo Heterogéneo e Adaptativo-2 (MHA-2)

Nesta situagdo, se apos uma transa¢ao o agente possuir uma renda m;(t + 1) < my;(t),
ou seja, se o; < 1, acontecerd um aumento na sua taxa de gasto w;(t + 1) > w;(t). Caso
ocorra o oposto, se apos uma negociacao m;(t + 1) > m;(t) a atitude do agente também
serd aumentar sua taxa de gasto w;(t + 1) > w;(t) para a proxima interagdo. No caso onde

a < 1 os parametros renda m; e taxa de gasto w; sao negativamente correlacionados e no
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caso onde a > 1 os parametros sao positivamente correlacionados, e esse comportamento

pode ser descrito pelas equagoes:

it 4 1) = aw;(t) + (1 — q), a<l (2.24)
wit)+(1-1), a>1

Q=

Da mesma forma que foi observado no modelo MHA-1, o modelo MHA-2 também apre-

senta trés situacgoes limites:

1. Apods uma transagao, se um agente possuir renda m;(t+1) > m;(t), seu comportamento

sera aumentar a sua taxa de gasto para w;(t + 1) ~ 1.

2. Se, ap6s a negociagao, o agente possuir renda m;(t + 1) = m;(t), a reacao do agente é

manter sua taxa de gasto w;(t + 1) = w;(t).

3. Finalmente apos a transacao o agente tiver renda m;(t + 1) < m;(t), sua atitude sera

aumentar a sua taxa de gasto w;(t + 1) ~ 1.

Neste capitulo abordamos os principais modelos presentes na literatura. No proximo
capitulo iremos tratar de alguns aspectos espaciais da distribuicao de renda sob a perspectiva
econdmica, assim como apresentar uma generalizagao do modelo heterogéneo adaptativo [20]

que analisa essas caracteristicas.



Capitulo 3

Aspectos Espaciais da Distribuicao de

Renda

No capitulo 2 apresentamos os principais modelos presentes na literatura, os quais anali-
sam a evolucao temporal da distribuicao de recursos, a fim de compreender como em uma
economia fechada as distribuicoes de renda sao concebidas para diversas escalas de tempo e
regimes. Um enorme leque de modelos pode ser encontrado na literatura, desde aqueles que
utilizam equacgoes diferenciais com o intuito de descrever o regime estacionario da distribui-
¢ao [25] até aqueles que introduzem aspectos espaciais e topologicos do sistema econdmico
[26, 27|. Neste capitulo iremos tratar de alguns aspectos espaciais da distribui¢ao de renda
sob a otica econdmica e apresentar uma generalizacao do modelo heterogéneo adaptativo
[20] que engloba aspectos espacias da distribuigao de renda.

Ainda nao se chegou a um consenso sobre o que pode causar a desigualdade de renda e nem
quais politicas publicas sao eficazes para reduzi-la, visto que a mesma é uma caracteristica
importante de muitos paises em desenvolvimento. Através de alguns indicios, percebe-se que
com o rapido crescimento econdémico, a desigualdade espacial nos paises em desenvolvimento
tende a aumentar |3, 28, 29].

Na pesquisa econdémica, uma grande atengao tem sido dada a desigualdade da distribuigao
de renda, visto que muitos livros e artigos foram publicados com o intuito de investigar o

quao é desigual a distribuicao de recursos. A utilizacao de métodos espaciais para elucidar
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a desigualdade da distribuicao regional de renda vem sendo aplicado a um pequeno ntmero
de paises devido a escassez de dados, embora venha ocorrendo um crescimento em relagao

ao numero de estudos com uma perspectiva espacial.

Uma colecao de dados fiscais individuais de contribuintes e informagoes geograficas sao
comumente utilizadas por economistas para a investigacao da desigualdade espacial de renda,
visto que tais dados permitem a averiguacao dos impactos da desigualdade 30, 31, 32]. Além
do mais, para mensurar os efeitos entre as medidas de desigualdade e os diferentes niveis de

renda os pesquisadores utilizam regressoes econométricas espaciais.

De acordo com alguns economistas, o sistema habitacional é a principal chave de ligagao
entre a segregacao espacial e a desigualdade de renda, sendo que na competicao por melhores
vizinhancas, os grupos de menores rendas podem ser superados pelos de maior rendimento,
uma vez que as familias mais ricas podem inserir consideraveis melhorias na vizinhanga, como
por exemplo, comércio, seguranga, saneamento basico, entre outros [32, 33, 34]. O fracasso
parcial das politicas que promovem a redistribuicao de renda e a deterioracao da coesao
social sao causados pelo gradativo distanciamento espacial, juntamente com a crescente
desigualdade de renda entre regides [32].

John P. Shelnutt e Vicent W. Yao [3] realizaram um estudo onde analisaram a distribui-
¢ao espacial de renda nos condados do estado de Arkansas. Os autores utilizaram dados
de declaragoes de imposto de renda individuais e desenvolveram uma medida alternativa de
desigualdade de renda. Eles utilizaram uma propor¢ao ¢ de 25% dos domicilios que pagam
mais impostos com relagao aos 25% que pagam menos impostos, sendo que tais dados ofe-
recem medidas validas da razao de familias ricas e pobres. De acordo com essa proporcao,
a diferenca de renda diminui quanto maior for o ntimero de familias ricas e menor o nimero
de familias pobres, porém, na situacao oposta a diferenca de renda aumenta. A Figura 3.1
apresenta um mapa da distribuicao espacial da desigualdade de renda dos 75 condados do

Arkansas em 2003.

Através do mapa, podemos observar que existem seis condados nos quais a proporcao é
maior que 1, e os condados das regioes norte e oeste normalmente tem baixa desigualdade
de renda, assim como um baixo patamar de renda. De acordo com os autores, o estado

do Arkansas possui uma distribuicao de recursos mais desigual nos condados centrais, do
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Figura 3.1: Proporgao dos 25% dos domicilios que pagam mais impostos em relagio aos 25% dos domicilios

que pagam menos impostos. Extraido de [3].
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noroeste, e em alguns da regiao sul. Eles certificam que ha uma correlagao positiva entre o

padrao espacial e o crescimento econémico, e que o padrao da desigualdade é motivado por

outros fatores, tais como, condi¢oes no mercado de trabalho, distribui¢ao demogréfica e nivel

de instrucao. Segundo os resultados preliminares, o crescimento da area e a concentragao

urbana foram apontados como os principais estimuladores da desigualdade de renda e sua

distribuicao espacial.
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Vale salientar que as proporgoes decaem de forma ligeiramente isotropica em torno dos
condados de méxima propor¢ao, como em uma estrutura de camadas, tornando-se mais
visivel quando observamos os condados em azul, de maxima proporcao (0.87 < ¢ < 1.35),
envoltos pelos condados em amarelo (0.61 < ¢ < 0.86), de proporg¢ao intermediaria, seguido
pelos condados em rosa (0.42 < ¢ < 0.60).

Um outro estudo foi realizado pelo economista Taisei Kaizoji [31] onde foi usado um
banco de dados de contribuintes de alta renda do Japao para investigar como sao criados
as chamadas ruas e bairros residencias de classe alta. O autor analisou as flutuagoes no
rendimento pessoal de cerca de 80 mil contribuintes de alta renda, por dois anos seguidos,
encontrando uma distribuicao lei de poténcia com um expoente proximo de 2, a qual descrevia
bem a distribuicao cumulativa complementar de grandes rendimentos e o rendimento total
dessas pessoas para cada uma das cidades. Os resultados empiricos revelaram que os grandes
ganhadores de renda tendem a migrar para um pequeno nimero de cidades, e indicam que
essa concentracao de pessoas em um nimero minimo de cidades tem como consequéncia as

ruas e bairros residéncias de classe alta.

3.1 Modelo Heterogéneo e Adaptativo com Estrutura Es-

pacial

Nesta segao apresentamos uma generalizacao do modelo heterogéneo e adaptativo [20],
onde nos motivamos pelos aspectos discutidos na secao anterior e pelos modelos de muitos
agentes apresentados no Capitulo 2. A fim de investigar o papel da estrutura espacial
levamos em consideragao, interagoes de curto e longo alcance. Este modelo constitui-se de
um autdémato celular bidimensional [35, 36] com condi¢ao de contorno periddica executado
em uma rede quadrada de tamanho linear L com o intuito de simular o processo espacial
da distribuicao de renda. A dinamica acontece em um sistema fechado composto de L2
sitios (agentes) i = 1, 2, ..., L? e recurso total M, individualizados por uma quantidade
de recursos m;, uma taxa de gasto w; e por uma mobilidade p;, podendo ser descrita pelos

passos a seguir:
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e Passo 1

Na condigao inicial associamos a cada agente (sitio) uma quantidade de recursos fixa
(m; = 1, Vi), uma taxa de gasto w;, uniformemente distribuida no intervalo (0 < w; < 1)

e uma mobilidade p; (0 < p; < 1).

e Passo 2
Uma fragao ¢ do total dos agentes tem sua renda (m;) e taxa de gasto (w;) positivamente
correlacionadas (Tipol), enquanto que, uma fragao 1—¢ tem renda (m;) e taxa de gasto
(w;) negativamente correlacionadas (Tipo2).

e Passo 3
Uma fragao p do total de agentes tem sua mobilidade (y;) adaptavel, ao mesmo tempo
que uma fra¢do 1 — p tem mobilidade (x;) ndo adaptavel.

e Passo 4

A dindmica inicia quando um agente i escolhido aleatoriamente transfere uma fracao
w; do seu recurso para um dos seus vizinhos j, escolhido aleatoriamente, e recebendo
simultaneamente uma quantidade w;m;. Apos a transagao, o raio de interacao dos

agentes depende do seu tipo e da renda, sendo descrito pela seguinte equacao

L My — My
R(m;) =1+ (— -1 x —= (3.1)
2 Mmax — Mmin
onde Myin € Mypge S840 0 Mminimo e o méaximo valor de renda do sistema. Os agentes
que fazem parte da fracao p, podem se adaptar em quatros cenérios possiveis que

descreveremos a seguir:

» Crescente: a mobilidade cresce proporcionalmente a variacao de renda, tendo ela

aumentado ou nao.

» Decrescente: a mobilidade decresce proporcionalmente a variacao de renda, tendo

ela aumentado ou nao.

» Positivo: ocorre aumento da mobilidade com o crescimento da renda e decréscimo

com a reducao da renda.
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» Negativo: ha aumento de mobilidade com a diminui¢ao da renda e redugao com o

crescimento da renda.

O processo é repetido L? vezes ao final do qual é contabilizado um passo de Monte Carlo.
Devido a modificacao da taxa de gasto com o decorrer da dinamica, alguns parametros

globais foram inseridos a fim de caracterizar o sistema, sendo eles, a taxa de gasto média (w)

() = é > e (3.2)

e o coeficiente de Gini, que é calculado operacionalmente [37] como:

L2
1

Com o intuito de caracterizar a distribuicao de renda no estado estacionario, definimos

a renda média (m(r)) dos sitios localizados a uma distancia r do sitio com méxima renda

mmama

() = 55 S milr), (3.4)

a média do quadrado da renda (m?(r)) expressa de acordo com a equagao

() = 5 > m0) (35)
e por fim a variancia
Am?(r) = (m*(r)) — (m(r)). (3.6)

Inspirados no trabalho realizado por Iglesias e Pianegonda [27] fizemos a anélise es-
pacial. Nesse estudo, os autores determinaram a média temporal da correlacao espacial
C? (X = |z — x0]) = (w (X)2>x — (w)*, onde ¢ é o local escolhido como origem e w & a
renda, para os sitios com renda méaxima e média em uma rede unidimensional com 1001
agentes e 5 x 103 passos de tempo.

Em nosso estudo, para calcularmos a correlacao espacial, utilizamos a funcao de correlagao

C(r) definida por

o) (m2(r)) — (m(r))? (3.7)

- Am? '
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onde Am? ¢ a variancia de todo o sistema dada por
Am? = (m?) — (m)>. (3.8)

Anteriormente definimos quantidades que sao especificas para cada configuracao inicial.
A fim de garantir a relevancia estatistica dos resultados, definimos as quantidades para K

configuracoes distintas, de acordo com as equagoes:

W= =26 (3.9)
()] = = S [AmA )] = 2 YA (3.10)

Visto que ja apresentamos o modelo e sua dinamica, nos proximos capitulos serao expostos

os resultados obtidos e suas anélises.



Capitulo 4

Correlacoes Espaciais

Neste capitulo apresentaremos os resultados relacionados as correlacoes espaciais do mo-
delo heterogéneo e adaptativo. Todas as simulacoes foram realizadas com 1000 amostras,
numa escala de tempo de 10000 passos Monte Carlo (1 passo de Monte Carlo é o tempo
necessario para que todos os agentes efetuem ao menos uma transagao) no qual o sistema
atinge o estado estacionério, de forma que as quantidades observadas atingem um valor cons-
tante dentro da barra de erro. A rede possui tamanho linear L = 100, correspondendo a um
total de 10000 agentes, cada qual possuindo inicialmente uma unidade arbitraria de renda,
mobilidade e taxa de gasto.

Apresentaremos inicialmente os graficos associados aos valores médios da taxa de gasto
[w] como fungao do tempo (t) para os quatro casos de correlagao entre renda e mobilidade,
onde cada curva representa a média amostral. O codigo de cores corresponde aos valores
de ¢, onde representam a fragao de agentes positivamente correlacionados e p a fracao de
agentes que possuem mobilidade adaptavel.

Na Figura 4.1 apresentamos o comportamento da taxa de gasto |w| em fungao do tempo
para o caso crescente. Para valores de ¢ entre 0 e 0.5 temos taxas de gasto com valores
aproximadamente de 1 — ¢q. J& para valores entre 0.6 e 1.0, a taxa de gasto tem um compor-
tamento decrescente e em seguida atinge o estado estacionario. Para o valor de ¢ = 0, onde
todos os agentes sao negativamente correlacionados, a taxa de gasto cresce monotonicamente

com o tempo e alcanca um valor muito proximo a 1.
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Figura 4.1: Comportamento da taxa de gasto |w| em funcdo do tempo, para as fragdes de agentes com

mobilidade adaptéavel p correspondente ao caso crescente.
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Na Figura 4.2 exibimos o comportamento da taxa de gasto |w| em fung¢éo do tempo para o
caso decrescente. Podemos observar um comportamento semelhante ao da Figura 4.1, onde
para ¢ = 0, independente de p, a taxa de gasto cresce ligeiramente para um valor muito
proximo a 1. Para valores de ¢ entre 0.5 e 1, o comportamento é levemente decrescente, e
posteriormente atinge o estado estacionéario.

Na Figura 4.3 apresentamos o comportamento da taxa de gasto |w| em fungao do tempo
para o caso negativo. Podemos ver que para os valores de p = 0 e p = 0.2, a taxa de
gasto vai ligeiramente para 1 quando ¢ = 0, sendo que nessa situagao todos os agentes sao
negativamente correlacionados. Nos demais quadros vemos o comportamento se assemelha
aos casos anteriores.

Na Figura 4.4 exibimos o comportamento da taxa de gasto |w| em fungao do tempo para
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Figura 4.2: Comportamento da taxa de gasto |w| em funcdo do tempo, para as fracdes de agentes com

mobilidade adaptével p correspondente ao caso decrescente.
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0 caso positivo. Esse cenério se assemelha ao caso negativo, onde a taxa de gasto cresce
rapidamente para 1 quando ¢ = 0 para p = 0 e p = 0.2. e para os demais quadros, o
comportamento é parecido com os casos mostrados anteriormente. Entao percebemos que
a taxa de gasto se comporta de tal maneira que independe de p, fracao de agente com
mobilidade adaptéavel, e depende de ¢, fracao de agentes positivamente correlacionados.

Devido ao alto custo computacional, ndo mostraremos a séries temporais para Indice de
Gini [G]. Em nossos célculos computacionais, o Indice de Gini depende de L*, onde L é o
tamanho linear da rede, assim, tornando-se inviavel de se calcular tempo a tempo.

Na Figura 4.5 exibimos os resultados para o estado estacionario do Indice de Gini como

fungao da taxa de gasto, num espago de parametros (|w],|G]|) para os quatro casos de cor-
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Figura 4.3: Comportamento da taxa de gasto |w| em funcdo do tempo, para as fragdes de agentes com

mobilidade adaptavel p correspondente ao caso negativo.
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relacao entre mobilidade e renda, onde cada curva estd associada a um valor da fracao de
agentes que possuem mobilidade adaptavel p e os pontos de cada curva correspondem a uma
fracao ¢, que esta compreendida no intervalo 0 < ¢ < 1 em passos dg = 0.1. No interior de
cada quadro estamos utilizando as letras A, B, C' e D para identificar os casos como sendo
(A) crescente, (B) decrescente, (C) negativo e (D) positivo.

Percebemos que para os casos crescente e decrescente, para todos os valores de p, o menor
indice de Gini é dado quando ¢ = 0, ou seja, quando todos os agentes sao negativamente
correlacionados. Para os casos negativo e positivo, o mesmo acontece exceto para p = 0, onde
o menor indice de Gini é dado quando ¢ = 1, situagao onde todos os agentes sao positivamente

correlacionados. Por outro lado, o maior valor para o indice de Gini é encontrado em todos



