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Resumo

Nesta dissertacdo estudamos uma classe de ensembles de movimento browniano da teoria de
matrizes aleatérias (TMA). Tais ensembles sdo caracterizados por uma equagdo de Fokker-
Planck que possui soluc¢ao de equilibrio consistente com a distribui¢do conjunta dos ensembles
polindmios ortogonais da TMA. Em particular, estudamos os ensembles de Jacobi que descre-
vem a distribui¢do de autovalores da transmissdao em cavidades cadticas balisticas com contatos
ideais. Nesses sistemas obtivemos valores médios de diversos observaveis de transporte como
a condutancia, poténcia do ruido de disparo ou cumulantes de ordem superior da estatistica
de contagem de carga. Tais resultados sdo divididos em duas categorias. A primeira é base-
ada numa generaliza¢do do método da equagcdo de movimento para o cdlculo de médias do tipo
(X3, Xy, ... Xp,)onde X, =Y ;x}, n=1,2,...,é uma soma de poténcias dos autovalores de trans-
missdo. Tais médias sdo reduzidas a uma hierarquia de sistemas lineares cuja ordem depende
do nimero de parti¢des do inteiro ¥ ; A;. Tais equacgdes foram implementadas num software de
computacdo algébrica e permitiram solugdes exatas para nimero de canais, N; e N,, e indice
de simetria de Dyson, f3, arbitrarios. No entanto, a medida que os sistemas crescem, o0 tempo
computacional envolvido e o tamanho das solugdes torna-se incoveniente. Neste contexto, nos
concentramos em aproximacoes assintdticas para o regime semiclassico Ny, N, > 1. Para isso
desenvolvemos um método geral que permite o cdlculo da média e da correcdo de localizagcdao
fraca para todos os cumulantes da estatistica de contagem de carga.



Abstract

In this dissertation we studied a class of Brownian motion ensembles of random matrix teory
(RMT). Such ensembles are characterized by a Fokker-Planck equation that has an equilibrium
solution consistent with the joint distribution of the orthogonal polynomial ensembles of RMT.
In particular, we studied Jacobi ensembles which describe the joint transmission engenvalues
distribution for chaotic ballistic cavities with ideal contacts. In these systems we obtained ave-
rage values for diverse transport observables such as conductance, shot-noise power or higher
order cumulants of the counting charge statistics. The results are divided in two categories. The
first ones are based on a generalization of equation of motion method to obtain averages like
(X3, X3, .- Xp,) where X, = ¥, x}, n=1,2,...,is a power sum of the transmission eigenvalues.
Such averages are reduced to a hierarchy of linear systems whose order depends on the number
of partitions of the integer }; ;. The equations were implemented in a symbolic computation
software and allowed exact solutions for arbitrary channel numbers, N; e N, and Dyson sym-
metriy index, 8. However, as the system’s order increases, the computation time and the size
of the solutions become inconvenient. In this context, we studied assimptotic approximations
for the desired averages in the semiclassical regime N1, N, > 1. For this, we developed a gene-
ral method which yields the average and weak localization correction for all cumulants of the
counting charge statistics.



CAPITULO 1

Introducao

Na drea de Transporte Eletronico houve grande desenvolvimento de dispositivos eletronicos na
escala de nandmetros, como por exemplo o ponto de contato quantico.Varios outros sistemas
foram desenvolvidos nesta escala de comprimento, sendo notdria a caracteristica fundamental
de preservacgdo da coeréncia de fase durante todo o processo de transporte de carga[1], ou seja,
os portadores mantém a capacidade de formar padrdes de interferéncia no interior da amostra.
Em busca de respostas mais profundas, muitas teorias de transporte de carga em nanoestruturas
foram desenvolvidas [2, 3, 4, 5]. Tais estruturas nanométricas sdo conhecidas como sistemas
mesoscopicos e sao fabricados em geral, a partir da heteroestrutura de Arseneto de Galio(GaAs)
e Arseneto de Géalio dopado com Aluminio(AlGaAs), como pode ser visto na figura (1.1).

X

/— 2DEG

afAs | GaAs

¥

Figura 1.1 Ilustracdo da Juncdo das amostras de AlGaAs e GaAs que dao origem ao 2DEG. Em (b)
tem-se o perfil das bandas de condugio e valéncia entre a juncio antes da transferéncia de carga e em
(c) ap6s a transferéncia. Figuras adaptadas de [6].

(a)

O desenvolvimento da tecnologia de gas bidimensional de elétrons(2DEG) de alta mobili-
dade possibilitou a producao de dispositivos onde o movimento dos elétrons fosse inteiramente
balistico. Neste regime nao ha espalhamento elastico devido a impurezas, ou seja, a funcdo
de onda pode se propagar por “longas” distancias praticamente sem sofrer espalhamento por
impurezas. O que define a aleatoriedade da fase e consequentemente a desordem do sistema
sdo as condi¢des de contorno das amostras mesoscépicas. Dois exemplos importantes sdo o
ponto de contato qudntico e o ponto qudntico balistico .

10 segundo é também conhecido como cavidade cadtica.
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1.1 Ponto de Contato Quantico

O Ponto Quantico(PQ) ¢ uma cavidade condutora delimitada por regides isolantes; suas di-
mensodes espaciais sdo tais que permitem o transporte coerente de elétrons pelo interior do PQ.
A construcdo do PQ € realizada através de um gds bidimensional de elétrons(2DEG) como na
figura (1.1), onde temos um confinamento nas trés dire¢des espaciais, que resulta num espectro
discreto nos niveis de energia assim como num dtomo ou molécula?.

Propriedades de transporte de um PQ podem ser medidas através de um acoplamento do sis-
tema a reservatorios de elétrons, forcando-os a sairem do equilibrio por meio de uma diferenca
de potencial. Podemos visualizar um PQ de geometria circular na figura (1.2)

Figura 1.2 Ponto Quantico Circular(ou Bilhar mesoscépico circular). Os elétrons se movem na regido
escura da Figura. Figura retirada da referéncia[7].

O objeto de estudo desta dissertacdo é o ponto quantico balistico conectado ao meio ex-
terno por dois guias ideais (ver figura 1.3). O transporte em pontos quanticos balisticos sdo
dominados pelo espalhamento eletronico ndo de impurezas, mas pelos limites da estrutura.

|

Figura 1.3 Representacdo esquemadtica de um ponto quantico balistico ligado a dois guias de ondas:
Note que um elétron é espalhado vdrias vezes nas fronteiras do ponto antes de sair. Figura retirada de

[8].

Os sistemas mesoscOpicos tem escalas de comprimento maiores que as escalas microscopi-
cas(atomos ou moléculas), entretanto ndo podem ser considerados como sistemas macroscopi-
cos, pois exibem coeréncia de fase para os portadores de carga no decorrer de toda a dindmica
em seu interior. Tal caracteristica marcante guiou o desenvolvimento de uma descrigdo estatis-
tica para a fisica da matéria condensada em escala mesoscopica e levou a previsdes de diversos
fendmenos fisicos novos como:

20 ponto quantico é também pensado como um dtomo artificial.
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1. Quantizacao da condutancia

Foi uma importante descoberta da fisica mesoscopica[6]. Os autores[9, 10] mediram a
condutancia de um gés de elétrons bidimensional em uma heteroestrutura de GaAs. Suas
conclusdes foram que a medida que variavam a largura da constricdo (W), se formava
degraus que sdo multiplos inteiros de um valor fixo Gy = 2¢? /h, como pode ser visto na
figura (1.4)

“h)

-

Condutancia |

1P e '-."l'lh.]]{"

Figura 1.4 Quantizacdo da Condutancia para um condutor balistico. Figura adaptada de [9]

2. Localizacao Fraca

E um efeito que aparece na auséncia de um campo magnético externo, ou seja, com a
simetria de reversio temporal sendo preservada[2, 11]. E observado uma diminuicio da
condutincia e para sistemas com interacdio spin-rbita, a condutincia aumenta’. Se um
campo magnético € aplicado ao sistema, os efeitos sdo anulados de tal forma que a con-
dutancia toma seu valor cldssico dado pela lei de Ohm. Este fendmeno depende apenas
da simetria de reversdo temporal, ndo tendo dependéncia de detalhes microscépicos da
amostra, como a distribuicdo de impurezas por exemplo.

1.2 A matriz de Espalhamento

Estamos interessados em discutir o espalhamento de um elétron* com energia de Fermi
& = hzk% /2m atravessando a cavidade cadtica da figura (1.5) seguindo a referéncia [12]

3Este efeito é conhecido como anti-localizagdo fraca.
“Tremos desprezar o grau de liberdade de spin.
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Figura 1.5 Cavidade cadtica conectada a guias ideais. A setas indicadas por a, representam ondas
entrando na cavidade e as setas indicadas por b, representam ondas saindo. Figura retirada de [12].

Particularmente vamos estudar uma cavidade que possui 2 guias, onde o guia 1 contém N;
canais abertos ¢ o guia 2 contém N, canais abertos. As funcdes de onda assintéticas® em cada
guia sdo dadas por uma combinagio de ondas planas entrando e saindo da cavidade

= i (é)x
B (7r) o< €51 0 50, () (1.1)

onde o sinal positivo (negativo) é para ondas saindo (entrando) da (na) cavidade e o indice ¢
denota o guia ao qual a fun¢do de onda pertence.
A solucdo transversal na auséncia de campo magnético externo é da forma

o) = [ gsen®i) o KO =TE n=12, (1.2)

L

L .
sendo K,(l ) o ndmero de onda transversal.
As fungdes x,(y¢) vdo a zero nas paredes dos guias e formam um conjunto ortonormal
completo de fungdes para varidvel yy; isto é

(Xn|2Xm) = Sum- (1.3)

Os niimeros de onda longitudinal e transversal satisfazem a relacao

[K,Sﬂ g [k,(f)] e (1.4)

30 termo assintético estd se referindo a posicdes no guia que estio distantes da cavidade e obviamente s6 os
canais abertos contribuem para a funcdo de onda.
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Se K,(f) < kr, entdo [k,(f) } 2 >0, k,(f) é real, e as exponenciais na equacao (1.1) representam
ondas propagantes nos guias: sao os modos propagantes ou canais abertos. Por outro lado,
quando K,ge) > krp, entdo [k,(f)}z <0, k,(f) ¢ imaginario, dando origem a ondas que decaem
exponencialmente nos guias: estes sdo os modos evanescentes ou canais fechados. Se

Ny <kpWy/m < Ny+1 (1.5)

hd N, canais abertos no guia ¢. Longe da cavidade, ou seja, para x; — oo, apenas 0s canais aber-
tos contribuem para a fung@o de onda. A funcdo de onda “total” no guia ¢ € uma combinagdo
linear de todas as funcdes de onda no mesmo guia, ou seja

| By e [2  ld
y(r) = Z ap © G + by o 7 Wgsen(Kn ye). (1.6)
n=1 (hk,, /m) (hkn /m)

e a normalizacdo € tal que da origem a um fluxo unitério [12].
Definimos o vetor Ny-dimensional

al =@\, ay)T (1.7)

que contém as Ny amplitudes entrantes no guia ¢ (¢ =1,2,...). Definimos ainda outro vetor
cujas componentes sao formadas pelo vetor definido anteriormente, ou seja

a=(al) a® )7, (1.8)

Cada componente do vetor (1.8) estd relacionada com um dos guias conectados a cavidade®.
Analogamente, definimos o vetor b, relacionado com as ondas que saem dos guias.

b= " b? )T (1.9)
A matriz de espalhamento, ou matriz S, é definida pela relacao

b=3Sa (1.10)

conectando as amplitudes de entrada e saida. Em termos matriciais S assume a forma

rin tiz --- HL
1 r»n ... By

s=| 7 (1.11)
tr1 trp ... rLL

ou em sua estrutura de blocos,

. i 2 _ rot
s=(mm)=(10). a

60 indice de cada componente representa um dos guias conectados a cavidade.
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sendo r e ' as matrizes de reflexdo e ¢ e ¢’ as matrizes de transmissao.
Note também que a matriz quadrada S tem dimensao dada por

2
Nr =) N, (1.13)
I=1

onde N; € o nimero de canais abertos no guia /.

Alguns vinculos na matriz S sdo gerados pelas simetrias fundamentais do problema, como
por exemplo a conservagio da corrente que torna a matriz S unitéria[13], ou seja, S'S =17,
portanto, na auséncia de qualquer outra simetria, este vinculo é o tnico existente. Quando ha
preservagao da Simetria de Reversdo Temporal(para particulas sem Spin), S € simétrica [13], ou
seja, TS = 1. Temos ainda que as matrizes 't e /"¢’ compartilham dos mesmos autovalores
{71,72,...,7Tn}, sendo N = min(N;,N,) para o caso de 2 terminais. Estes “autovalores de
transmissao‘ estdo compreendidos entre O e 1 numa cavidade cadtica.

1.2.1 O Formalismo de Landauer-Biitikker e os Observaveis de Transporte

Este formalismo introduzido inicialmente por Landauer[14, 15] e estendido por Buttiker[16]
descreve a conexao das propriedades de transporte do sistema de interesse com suas proprieda-
des de espalhamento e tem sido bastante usado para interpretar resultados de experimentos em
Fisica Mesoscopica. Considerando uma amostra mesoscopica conectada a dois reservatorios
de elétrons, onde cada reservatério € mantido a potenciais quimicos [ e Uy respectivamente;
e sendo estabelecida uma diferenca de potencial V entre os mesmos. Estando o sistema em
equilibrio térmico a temperatura 7 como ilustra a figura (1.6)

5]
Ly

Figura 1.6 Sistema com dois terminais.

E possivel mostrar que o valor esperado do operador corrente é dado por[17]

"Onde 1 significa a matriz identidade.
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()= 5o [ dE Te [ (E)(E)] [i(E) - H(E)) (1.14)

onde ¢ € bloco de transmissdo da matriz de espalhamento (1.12) e fi e f, sdo as fungdes de
distribui¢do dos elétrons nos terminais 1 e 2 respectivamente.

1. Condutancia:

A condutancia do sistema, que € definida por

G = lim— (1.15)

dado que a diferenca de potencial V entre os reservatdrios se relaciona com o potencial
quimico da forma u; — tp =eVv.

Como para T = 0, apenas elétrons no nivel de Fermi contribuem para a conduténcia, a
equagdo (1.15) fica portanto,

G=Tr [tT(Sp)t(ep)} , (1.16)

esta € a Formula de Landauer.

Perceba que a equacdo (1.16) relaciona a matriz de espalhamento calculada na energia
de Fermi e a condutancia do sistema, e diagonalizando a matriz als pode-se escrever a
condutincia como

G=Go) T (1.17)
j

onde Gy = 2¢*/h é o quantum de condutincia. Como existem duas orientagdes possiveis
para o spin [18], devemos adicionar o fator 2.

2. Ruidos:

Pela teoria de espalhamento € possivel obter mais propriedades de transporte como flu-
tuacoes temporais da corrente. Para temperatura ndo nula e V = 0 temos o ruido térmico
que € consequéncia das flutuacdes térmicas do nimero de ocupagdo nos reservatorios.
O ruido é caracterizado pela densidade espectral ou poténcia do espectro P(w), que é a
transformada de Fourier de frequéncia @ da funcdo de correlacdo corrente-corrente, ou
seja _

P() :2/ dte'® (AT (t — 10) L (to)). (1.18)

Alguns problemas sdo encontrados para frequéncias arbitrarias como a conservagdo da
corrente e a invariancia de gauge, sendo necessdrio consideragdes adicionais para se obter
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um resultado fisicamente aceitdvel, porém a componente de frequéncia nula do ruido ndo
apresenta tais problemas e nosso interesse maior esta nela.

Para o sistema de dois terminais, € possivel mostrar que ruido térmico é dado por [17]
P =4kpTG, (1.19)

onde T ¢é a temperatura e G € a condutancia. Este € o resultado do teorema da flutuacao-
dissipacdo [19], que relaciona a condutancia com flutuagdes da corrente de equilibrio.
Assim, a investigacio de flutuacdes da corrente no equilibrio fornece a mesma informa-
¢do que a investigacdo da condutancia. Perceba que o ruido térmico vai a zero no limite
de temperatura nula.

Em um condutor a quantizacio da carga tem como consequéncia o ruido de disparo e
para o problema de dois terminais ela é dada por [17]

V]

p="¢ (i), (1.20)

onde os elementos da matriz de espalhamento sao calculados no nivel de Fermi. Defi-
nindo Py = €*|V|/7h, temos a poténcia do ruido de disparo adimensional

p=P/R=Te(tt'rr") =Y 7;(1—1)), (1.21)
j

onde usamos os autovalores de transmissao.

O ruido de disparo(ou de ndo equilibrio) depende da condutincia do sistema g =), 7;
e do termo ) ; ‘L'iz, ou seja, o ruido de disparo depende também das probabilidades de
transmissao e reflexdo dos autocanais.

Podemos concluir que o ruido térmico ndo fornece informagdo adicional que ndo esteja
contida na condutancia(Pr o< G), entretanto a poténcia do ruido de disparo, relacionada com o
segundo momento da corrente, contém mais informagdes sobre os canais de transmissio que a
condutincia média. A seguir estudaremos momentos (ou cumulantes) de ordem superior, que
revelam ainda mais informacgdes do processo de transporte.

1.3 Estatistica de Contagem de Carga

Com a intencdo de se aprofundar mais sobre os efeitos quanticos presentes nos sistemas foi in-
troduzido na érea de transporte o conceito de Estatistica de Contagem de Carga(ECC)[3]. Esta
estatistica tem como intuito entender o processo de transmissao de carga, sendo descrita pela
distribui¢do de probabilidade P, de n cargas serem transmitidas pela amostra durante um tempo
de observacgdo 7,,. Um dos primeiros resultados sobre a ECC para sistemas mesoscopicos com
nimero de canais > 1 foram obtidos por Levitov, Lee e Lesovik[20].
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Eles obtiveram a funcio geratriz dos cumulantes da estatistica de transferéncia de carga(CTC)?
®(A) de um dispositivo mesoscépico descrito pelos seus autovalores de transmissdo, 7;; € no
regime de baixas temperaturas (7' — 0) tal funcdo geratriz toma a forma

N
D(A) =M Y In[l+7;(e* —1)], (1.22)
j=1
onde My = eV T,,/h é interpretado como o nimero de tentativas de transmissao de elétrons por
canal durante o tempo de observacao 7.
Da férmula de Levitov-Lesovik 1.22 obtem-se os cumulantes pela expressao[21]

N d n—1
QH:Z(T(l—T)E) Tl . (1.23)

i=1

T=T;
Sendo os quatro primeiros cumulantes dados por
N
q = ) 1=¢ (1.24)
j=1
N
@ = Y rl-t)=p (1.25)
j=1
N
g3 = ) ti(1-1)(1-21) =« (1.26)
j=1
& 2
ga = Y ti(1—1;)(1—67;+677)=C. (1.27)
j=1

Nosso sistema de interesse € a cavidade balistica que possui uma dindmica cadtica onde os
autovalores de transmissao sdo varidveis aleatérias correlacionadas; portanto, além das flutu-
acoes devido a quantizacdo da carga descritas pela ECC, outras flutuagdes devido ao espalha-
mento cadtico das cargas nas paredes da cavidade surgem. Na secdo seguinte descreveremos
as propriedades estatisticas dessas flutuagdes baseados na Teoria de Matrizes Aleatorias.

1.4 Teoria de Matrizes Aleatorias e os Ensembles Circulares

A Teoria de Matrizes Aleatérias (TMA) tem sido bem sucedida na descri¢do de propriedades
estatisticas de sistemas que apresentam dindmica cadtica. Propriedades universais de siste-
mas fisicos sdo descritas de maneira relativamente simples pela (TMA) quando descartamos
caracteristicas microscépicas irrelevantes destes sistemas.

O comportamento universal tem como base a validade de uma hipétese ergddica na qual
médias numa janela relevante de energia sdo iguais a médias no ensemble convenientemente

8Do ponto de vista pratico é mais conveniente considerar os CTC do que os cumulantes da ECC.
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definido. Em contraste com a prescri¢do da mecanica estatistica usual, na qual se gera um en-
semble de sistemas idénticos governados pelo mesmo hamiltoniano, os ensembles da TMA sdo
governados por diferentes hamiltonianos que comungam das mesmas propriedades de simetria.
Desta forma, a abordagem depende fortemente de propriedades fundamentais de simetria como
simetria de reversdo temporal SRT e simetria de rotagdo de spin SRS. A presenca ou auséncia
destas simetrias gera as trés classes introduzidas por Dyson na década de 60 e sdo caracteriza-
das pelo indice fB: Ortogonal (com SRT, com SRS, 8 = 1), Unitdria (sem SRT, com ou sem
SRS e B = 2) e Simplética (com SRT, sem SRS, = 4).

Em problemas de transporte eletronico através de condutores coerentes pode-se conectar
propriedades de transporte como condutincia, poténcia do ruido de disparo ou cumulantes de
ordem superior da Estatistica de Contagem de Carga(ECC) a matriz de espalhamento (matriz
S).

Na teoria de Landauer a condutancia adimensional pode ser escrita como

g=Tr(rt") = Tr(A1SALST), (1.28)

onde usamos os projetores

[ 1y 0 {0 0
m=(0) 2o )

ou escrita diteratmente em termos de autovalores de transmissao 7; (autovalores da matriz her-
miteana 7¢7)

s=Ym (1.29)

Flutua¢des na condutancia devido a dindmica cadtica podem ser obtidas a partir da formu-
lacdo da TMA para a matriz S. Para contatos ideais o ensemble de matrizes S pode ser obtido
a partir do principio de médxima entropia[22] e segue uma distribui¢do uniforme no grupo de
matrizes unitdrias. Dessa forma, médias no ensemble de observdveis de transporte podem ser
obtidas por integra¢des no grupo unitdrio. No caso da condutancia (1.28) podemos escrever

(g) = / du(S) Tr(A1SALST), (1.30)

onde du(S) é a medida de Haar do grupo unitério.

Finalmente, a presenca ou auséncia de SRT e SRS gera os trés ensembles circulares da
TMA: ensemble circular ortogonal (8 = 1), ensemble circular unitério (8 = 2) e ensemble cir-
cular simpético (8 = 4). Integrais do tipo (1.30) podem ser realizadas pelo método diagramatico[23]
nas trés classes de simetria. Uma alternativa a este procedimento explora a parametrizacao da
matriz S conhecida como decomposi¢@o polar[12] que envolve explicitamente os autovalores

de transmissao.
§— vi O —1-7 ﬁ vz 0
o 0 1%) ﬁ V-1 0 2

Neste caso, o cdlculo da medida de Haar[22] fornece a seguinte distribui¢cao dos autovalores
de tansmissdo

N
P({t}) = lm— g P ]P0 (1.31)

i<j i
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onde a constante de normalizacdo Cy € obtida a partir da integral de Selberg [22]. A média de
uma funcdo arbitraria dos autovalores de transmissdo € definida por

(=] rAEhHedehas. (132)
[0,1%

dessa forma, o conhecimento da distribuicdo (1.31) permite, em principio, a obtengado de valores
esperados de qualquer observavel de transporte. No entanto, o cdlculo de integrais desse tipo é
uma tarefa ndo trivial, e tipicamente os resultados exatos estiveram limitados por muito tempo
aos casos N1, N> > 1 (limite semicléssico) e N = N, = 1 (limite quantico extremo).

Tal limitacdo comecou a mudar com a introducdo de novos métodos analiticos que tratam as
classes de simetria de forma unificada e o indice de simetria de Dyson () passou a ser tratado
como um parametro. Dentre tais métodos, destacamos os ensembles de movimento browniano
da teoria de matrizes aleatdrias [24] e técnicas baseadas em propriedades de integrais de Selberg
e na teoria de fungdes simétricas [25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32].

Além dos trés ensembles circulares classicos citados anteriormente, existem outras seis
classes da TMA quando consideramos simetrias de subrede (quiral) e particula-buraco. O total
de dez classes, foi estabelecido através da conexdo entre a TMA e teoria de espagos simétri-
cos de Cartan [33]. Elas podem ser subdivididas em trés categorias: Wigner-Dyson, quiral e
Bogoliubov-de Gennes (BdG). A classe Wigner-Dyson contém os trés ensembles cldssicos da
TMA [22] e foram estudadas nas referéncias [34, 32]. As classes quirais aplicam-se a sistemas
com desordem fora da diagonal, como em modelos de hopping aleatorio [13, 35]. Finalmente,
a classe BAdG € usada na descri¢cdo de quase-particulas em supercondutores ndo convencionais
fracamente desordenados [36]. Em todos os casos, a distribui¢cdo de autovalores é um caso
particular da distribui¢do de Jacobi da teoria de matrizes aleatdrias

N
P({x}) =Cy [l —x; P T (1 — )", (1.33)
i<j i
onde os expoentes U e V sdo dados pela tabela(1.1).
A tabela também mostra a classificacdo de Cartan para cada classe, o nome de cada en-
semble e o indice de Dyson de acordo com a presenga ou auséncia das simetrias de rever-
sdo temporal (RT), rotacdo de spin (RS), sub-rede (SR) e particula-buraco (PB). Além disso,
N= min(Nl,Nz) em= |N1 —Nz’.

Nesta dissertacdo vamos revisitar uma técnica nao perturbativa baseada na equagdo de mo-
vimento de valores médios nos ensembles de movimento browniano para o cdlculo de obser-
vaveis de transporte nas 10 classes de simetria descritas acima. Ensembles de movimento
browniano sao ensembles de ndo equilibrio da TMA nos quais os autovalores de transmissao
executam um movimento browniano. Este processo de difusdo é descrito por uma equacgdo de
Fokker-Planck com solucdo de equilibrio dada pela Eq. (1.33) de modo que os coeficientes de
deriva e difusdo que podem ser obtidos a partir dos coeficientes 3, i e v da tabela (1.1).

Temos dois objetivos principais:

1. Usar a técnica da equacdo de movimento para o calculo de médias no equilibrio de somas
de poténcias de autovalores de transmissdo no peso de Jacobi (1.33). Isto possibilitard o
célculo de momentos da condutancia e poténcia do ruido de disparo nas dez classes.
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Classe | Ensemble | RT | RS | SR |PB | f3 u %

A CUE N |[SorN| N | N |2 m 0
Al COE | S| S |[N|N|IL|(m-1)2 0
All CSE S N N | N 4 2m+1 0

AlIll chCSE N |[SorN| S | N |2 0 m
BDII | chCOE | S | S | S | N |1 0 (m—1)/2
Cll chCSE S N S| N |4 0 2m+1
D CRE |N| N [N |S |1|m-0D2] —1/2

DIII T-CRE S N N | S |2 m -1/2

C CQE N S N | S |4 2m+1 1

CI T-CQE S S N | S |2 m 1/2

Tabela 1.1 Ensembles circulares da TMA. Os simbolos N e S representam Nao e Sim respectiva-
mente para a presenca ou auséncia das simetrias de Reversdao Temporal(RT), Rotacdo de Spin(RS),
Subrede(SR) e Particula Buraco(PB).

2. Generalizar a Andlise Semiclassica desenvolvida na referéncia [24] para o caso Ny # N,.

No préximo capitulo nos basearemos na descricdo realizada por [24] e veremos como se da
a conexao entre a teoria geral de Processos Estocdsticos e os Ensembles de Movimento Brow-
niano, evidenciando inicialmente elementos importantes da teoria de Processos Estocdsticos
que serdo uteis para o decorrer da dissertacao.



CAPITULO 2

Ensembles de Movimento Browniano

Ensembles de Movimento Browniano (EMB) sdo generalizacdes naturais dos Ensembles
estaciondrios da TMA originalmente introduzidas por Dyson em 1962 [37, 38, 39]. Estes en-
sembles de nio equilibrio possuem niveis | que evoluem no tempo segundo um processo Mar-
koviano. Especificamente, consideraremos sistemas com N niveis x1,x2,...,xy executando
um movimento browniano com distribui¢do conjunta P(xy,x,...,xy,?) evoluindo no tempo
segundo uma equacdo de Fokker-Planck. Embora o tempo desta dindmica nio precise ter sig-
nificado fisico, ele pode ser interpretado como comprimento em problemas de fios quanticos
[2, 40] ou campo magnético em problemas de crossover [41].

A referéncia [42] introduz os EMB a partir da teoria geral de processos estocasticos marko-
vianos. Com algumas imposi¢cdes matemadticas, pode-se chegar em equacdes de Fokker-Planck
que descrevem tanto ensembles de polindmios ortogonais quanto ensembles de matrizes de
transferéncia. Esta constru¢do ndo depende de um modelo matricial subjacente e serve como
classificac@o alternativa a tabela de espacos simétricos de Cartan, uma vez que cada problema
das classes Wigner-Dyson, Quiral ou BdG pode ser descrito por uma equacao de Fokker Planck.

Neste capitulo revisaremos a construgdo referéncia [42]. Para isso, faremos inicialmente
uma revisdo de ingredientes fundamentais da teoria de processos estocdsticos baseado na refe-
réncia [43].

2.1 Processos Estocasticos

Um Processo Estocdstico (PE) corresponde a um sistema que evolui probabilisticamente no
tempo, ou seja, um sistema descrito por uma varidvel aleatéria dependente do tempo & = ().
Por exemplo, & poderia ser a velocidade de uma particula browniana, o nimero de particulas
numa caixa ou o nimero de pessoas numa fila. Vamos assumir a existéncia de um ensemble
de sistemas no qual cada elemento corresponde a um nimero { que depende do tempo. Os
diferentes valores assumidos por esta varidvel aleatoria em fun¢ao do tempo corrsponde a uma
realizacdo de & (), como ilustra a figura (2.1).

Para um tempo fixo ¢t = #;, podemos definir a densidade de probabilidade a partir da média
no ensemble

P(x1,t1) = (6 (x1 =& (1)), (2.1)

de modo que a probabilidade da varidvel aleatéria £(¢1) ser encontrada no intervalo x; <
E(t) < x1 +dx; é dada por P(x;,t)dx;. Analogamente, se a varidvel & (¢) assume os valo-

'Usamos termo “niveis” para indicar os graus de liberdade relevantes do problema. Os niveis podem ser
energias num sistema fechado, autofases ou autovalores de transmissao num sistema aberto e assim por diante.

16
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Figura 2.1 Realizac@o da varidvel estocastica & (¢).

res xi,X2,X3 ..., NOs tempos #1,7,,13 ..., a densidade de probabiladade conjunta

P(X],tl;xZ,tz;X3,l‘3;...) = <5(X1 — 5(1‘1))5()62 —5(1‘2))5()63 —6(13)) .. > 2.2)

O tipo mais simples de processo estocdstico € aquele para o qual a distribui¢do conjunta de
probabilidade fatora, ou seja,

P(xl,tl;X2,t2;X3,t3;...) :HP(xl',ti). (2.3)
i

Isto significa que o valor assumido por & no instante ¢ € completamente independente dos valo-
res assumudos no passado (ou futuro) 2. Em processos estocésticos mais complexos, efeitos de
memoria podem ser introduzidos a partir da densidade de probabilidade condicional, definida
por

P(xl,tl;xZ,tz; Y1 Ty, T )
P(yl, T1,Y2, 725 .. )
onde consideramos o ordenamento temporal 1 >, >3 > ... > 7] > T > .... Neste sentido, a
probabilidade condicional refere-se a predi¢do de valores futuros de & (¢), ou seja, x1,x3,... em
tempos t1,1, ... dado o conhecimento de valores assumidos no passado, ou seja, yi,ys,... NOS
tempos 71,72, .. ..
Se a varidvel aleatéria tem memdria apenas de seu passado imediato, podemos escrever

P(xl,l‘l;X2,t2;...|y1,T1;y2,’L'2;...) = , (2.4)

P(xy,t13x2,825 ... |Y1, T3 Y2, T25 .. .) = P(x1,t13X2,025 ... |1, T1). (2.5)

Um processo para o qual (2.5) € satisfeita € denominado Markoviano(Processo com memdria
de curto alcance). Um processo Markoviano é completamente determinado pelas densidades
de probabilidades condicionais mais simples, P(x,?|y, T), denominadas probabilidades de tran-
sicdo. De fato, usando a defini¢do de densidade conjunta de probabilidade (2.4) e a hipdtese
markoviana (2.5), pode-se mostrar que

n—1

P(x1,11322,1503,133 -y s 1) = [ [ Pxisti | Xig 1,111 P (X, ), (2.6)

i=1

2Um caso ainda mais simples ocorre quando p(x;,;) independe de #;, ou seja, quando a mesma lei de probabili-
dade governa o processo para todos os tempos, como no caso dos ensaios de Bernoulli[44, 45] em que um mesmo
processo probabilistico € repedido sucessivamente.
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com os tempos satisfazendo o ordenamento t; > t, >t3 > ... > 1,1 > t,. Para um processo
completamente sem memoria, temos que P(x,t]y, T) = P(x,t) e (2.6) se reduz a (2.3).

A generalizag@o para processos estocdsticos n-dimensionais € imediata. Considere n varia-
veis aleatérias dependentes do tempo & (r) = (&1(¢),&x(¢), ..., &(f)). A densidade de probabi-

. .z . . 1 l z
lidade dessas varidveis assumirem os valores x; = (xg ), . ,x,g)) no tempo ¢; € dada por

P(X1,11; X2,125...)
1 1 2 2
= P(xg ),...,x,S ),tl;xg ),...,x,g ),tz;...)

= (S0 —&i(n).. 808 —En(1)) (Y = E1(12)) ... 5 (Y = En(r2)) ... ) 2.7)

Nas proximas se¢des consideraremos processos n-dimensionais.

2.2 Equacao de Chapmann-Kolmogorov

Seja Q o espaco amostral de algum experimento probabilistico decomposto em conjuntos
B; que representam eventos mutuamente excudentes, ou seja, Q = UB; e B;N\B;j =0 parai # j.
Um evento qualquer A de Q pode ser decomposto como A = |J;(ANB;). A figura (2.2) ilustra
essa decomposicdo do caso de uma particdo de 2 em seis eventos mutuamente excludentes.

Q
(\N
| -
AnB;
AnB, o
8
AnB, AnB,
Anﬂzf
[
B, B2 B, B, B, B,

Figura 2.2 Espaco amostral particionado em seis eventos mutuamente excludentes. Neste caso A =
(A ﬂB]) U (AﬂBz) @] (A ﬂBg) U (AﬁB4) U (AﬂB5) U (A ﬂBg).

Portanto a probabilidade de ocorréncia de A € dada por
P(A) =) P(ANB). (2.8)
i

O andlogo de (2.8) no caso dos processos estocaticos continuos introduzidos na secao anterior
é

P(X],tl) = /dXzP(Xl,tl;Xz,tz) (2.9)
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Desta forma, podemos reduzir o niimero de varidveis de uma densidade conjunta de probabili-
dade integrando sobre umas delas 3. Analogamente, podemos escrever®

P(X1,t15X2,y) = /dyP(XIJUYaT;XZ»tz)-
(2.10)

Em particular, para um processo Markoviano, a decomposicao (2.6) nos permite escrever

P(x1,t1|X2,1) = /dyP(X1,t1|y7 T)P(y, T|x2,12), (2.11)

que € conhecida como equacdo de Chapmann-Kolmogorov. Apesar de ser uma propriedade
fundamental das probabilidades de transi¢cdo de um processo morkoviano, a equa¢do de Chapmann-
Kolmogorov em sua forma integral nao é de facil solu¢do. Por outro lado, propriedades dessas
solucdes podem ser obtidas mais facilmente a partir da equagao de Chapmann-Kolmogorov em
sua forma diferencial. Na proxima seccdo discutiremos esta possibilidade.

2.3 Equaciao Diferencial de Chapman-Kolmogorov

Sob condic¢des apropriadas a equacdo de Chapman-Kolmogorov pode ser reduzida a uma
equagao diferencial. Tais condi¢des sustentam-se sob as propriedades de continuidade de um
processo markoviano. Embora seja um conceito sutil, a continuidade de um processo marko-
viano pode ser precisamente definida. Considere um processo estocdstico que inicia em (z,1)
e passa por (x,t+ At). Para € > 0 a probabilidade da distincia entre esses dois pontos na
trajetoria amostral ser maior que € é

/ dxP(x,t+ At|z,1). (2.12)
|x—z|>€

Dizemos que um processo markoviano possui trajetdrias amostrais continuas quando

1
lim — dxP(x,t +At|z,t) =0 2.13
fim xy [ AxPOs ) (2.13)

com probabilidade 1 uniformemente em z, ¢ e Ar. Isto significa que a probabilidade para a
posicdo final x ser finitamente diferente de z vai para zero mais rapido que Az, quando Af vai
para zero.

Diante do exposto acima, e considerando a forma da condicdo de continuidade (2.13),

30 resultado deste procedimento é denominado densidade de probabilidade marginal [45].
4Considerando o ordenamento f; > T > t,.
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separa-se a parte continua e a descontinua e exige-se as seguintes condi¢des para todo € > 0:

L lim P(x, t+At]zt)
At—0 At

W(x|z,t), (2.14)

uniformemente em X,z e 7 para |[x —z| > €.

1
2. lim —/ dx(xi — z)P(x,t + At | z,t) = D\ (z,1) + O (e). (2.15)
AI—)OAt ‘x Z|<£
1 _ >
3. Jim o / o =) = )P+ 2.0) = 2D (3,0) + O(e). 2.16)

sendo os dois dltimos uniformes em z, € e t.
A condigdo 1 é consistente com a condi¢do de continuidade se W (x|z,7) = 0 para X # z.
Caso contrario, esta quantidade descreve processos descontinuos. As condi¢des 2 e 3, por sua

() o

vez, estdo conectadas a movimentos continuos e introduzem os coeficientes de deriva D;

difusdo DE? Tais coeficientes medem a taxa de variacdo da média e covariancia da quantidades
x — z calculadas para todas as trajetdrias dentro de uma distancia € de z. Coeficientes de ordem
superior, D" com n > 3, se anulam quando € — 0T [43].

2.3.1 Deducao da equacao

Considere um processo markoviano com probabilidade de transi¢do P(x,t|y,T) e f(x) uma
fungdo arbitraria de classe C2. A taxa de variacdo do valor esperado de f (x) é dada por

a / /
E/dxf(x)P(x,t]y, _AI}LnOA—t/dxf P(x,t+At|y,t)—P(x,t|y,t)|. (2.17)

Ao utilizar a equacao de Chapman-Kolmogorov (2.11) no primeiro termo dos colchetes, temos
J :
o [ axreopxr y.6) =

= hm— /dx/dzf P(x,t+At | z,t)P(z,t | y,t') /dzf (z,t|y,t)|. (2.18)

Ar—0 At

O espago amostral Q pode ser dividido em duas regides | X —z |< € e | X —z |> € de modo que

//dxdz:// dxdz + / dxdz. (2.19)
|x—z|<eg |x—z|>¢€

Na primeira regido, a fung¢@o f(x) pode ser expandida em série de Taylor em torno de x = z

1 « 02
+Z 8z, Xi=2i)+ EZ&z{(;:j)'(xi_zi)(xj_zj)Jr’X—Z|2R(X;Z); (2.20)
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onde, |R(x,z)| — 0 quando |x — z| — 0. Dessa forma, encontramos a expressao

() = hm— //| z|<8dxdzf() (.1 + A1 | 2,0)P(z,1 | y,1)

Ar—0 At

+ // dxd —z~)——|——2(x-—z-)(x- —z~)azf(z)]P(X t+At|z,t)P(z,tly,t')
- i aZi ) - i i j j aZiaZj ) 5 ’ )

z|<e
+ // dxdz|x—z|2R(X,z)P(x,t+At | z,t)P(z,t | y,t')
|x—z|<e
+ // dxdzf(X)P(x,t + At | z,t)P(z,t | y,t’)
|x—z|>¢€
- / dxdzf(z)P(x,t + At | z,t)P(z,1 | y,t')}.

Note que a integral em X no ultimo termo de (2.21) resulta em 1 e ele se reduz ao ultimo termo
da equacao (2.18). Analisando separadamente os termos da equacdo (2.21) conclui-se que:

Linha 2: Assumindo convergéncia uniforme, tomamos o limite dentro da integral e
usando as defini¢cdes dos coeficientes de deriva e difusao, equacdes (2.15) e (2.16), obte-
mos

82f(l) /
/ [ZD 8z, +ZD 8z,~8z,- P(z,t|y,t')+O(e). (2.22)

ij

Linha 3: Este termo de anula pois R(x,z) — 0 quando € — 0.

Linha 1,4 e 5: Combinando essas linhas e usando a definicao (2.14) temos
[ axasf@Wix| 2Pt | v.) Wkl z0Pas |y @23)
|x—z|>¢
Finalmente, combinando as passagens descritas acima e tomando o limite € — 0, encontramos
82
o [ starptasivr= [ [ B0 B0 o 0 TIP3+
i Li0Zj

+ / dzf(z){P/ ax|W (x| 2,0)P(x,1 | y,0') = W(x| )Pzt | y.0)]}, (224

onde usamos a definicao

lim dxF (x,z) = 'P/dXF(X,Z) (2.25)

€0/ |x—z|>¢

para o valor principal da integral de uma fungio F(x,z). Para que (2.24) faca algum sentido,
esta integral deve existir. O passo final agora € integrar por partes os termos de (2.24) que

(2.21)
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envolvem os coeficientes de deriva e difusdo, obtendo
[arp@araiiy.t) = [dnr@] ¥ Lo enpe |y
i O%i

’? o ,
' izjaziaz,-fo (2.)P(z1 |y, 1) +

+ / ax[W(z | x,0)P(x.t [ y.0) = W(z| 2Pzt |v.0)] }. 226)

Os termos de superficie ndo a pareceram pois estamos assumindo condi¢des de contorno nos
quais eles se anulam °>. Como f(z) em (2.26) é uma funcio arbitrdria, vemos que a probabili-
dade de transi¢do de um processo markoviano satisfaz a equacgao integro-diferencial

d 7?1 ,
EP(ZJ | y7 - [ ZaZl ’t)—i_izjaZiaZjDij (Zat) P(Zatlyat )]

+ / dx [W(z | x,0)P(xt | y.') — W(x| z,0)P(z.1 | y.1)] . (2.27)

Vemos que as condic¢des (2.14), (2.15) e (2.16) levam a partes distintas da equagdo interpre-
tadas como processos de salto, deriva e difusdo. Em particular, se D) =0eD? = 0, obtemos
a equacio mestra

O Pltly) = [ax Wzl x 0P [v.) - Wl 0P|y @28)

Por outro lado, se as taxas de transi¢do W (x|z,7) = 0 = W(z|x,?), temos a equagdo de Fokker-
Planck
2

8 d (2)
z,t = z,t)+ D (z,t)| P(z,t | y,t' 2.29
também conhecida como equagio de Kolmogorov®.
Nesta dissertacdo estamos interesados na modelagem de ensembles de matrizes aleatorias
através da equacdo de Fokker-Planck. Na proxia se¢do faremos a conexdo entre a Teoria de
Processos Estocésticos e os Ensembles de Movimento Browniano.

2.4 Processos Estocasticos e Ensembles de Movimento Browniano

Considere uma varidvel estocdstica matricial Z(r) = diag(&; (¢),...,En (7)) que executa um
processo markoviano, sendo a < &;(t) < b. Esta varidvel possui uma densidade de probabili-
dade de encontrarmos a realiza¢do E(¢) = X = diag(xy,...,xy) dada por

P(X,1) = (8(X —Z(1))) = / AXoP(X,1 | Xo,10)P(Xo,10), (2.30)

SPara mais detalhes veja a referéncia [43].
Por causa de estudos independentes realizados por Andrey Kolmogorov e Max Planck, juntamente com seu
estudante de doutorado Adriaan Fokker.



2.4 PROCESSOS ESTOCASTICOS E ENSEMBLES DE MOVIMENTO BROWNIANO 23

onde dXy = Hl 1 dxoi, a < xp; < b e P(X,t | Xo,to) € a probabilidade de transi¢do. Como
visto na secdo anterior(2.13), para processos continuos a probabilidade de transicdo satisfaz a
equacao

(% —LFP) P(X.t| Xou10) =0 @31)

onde introduzimos o operador de Fokker-Planck

Lpp=— Zax, J(X,1) + Z 8x,8x] '(X,1). (2.32)

i,j=1
A referéncia [42] obteve o0 modelo de Movimento Browniano dos Ensembles de Polindmios

Ortogonais impondo algumas condi¢des ao processo markoviano:

1. Continuidade da trajetérias: W (X | Y,r) = W(Y | X,r) = 0, que significa eliminar os
processos de salto, portanto o segundo termo do lado direito de (2.27) se anula.

2. Homogeneidade: D) (X,r) = D)(X), parai = 1,2 e Vr; implica que a varidvel estocas-
tica matricial Z(¢) evolui com o passar do tempo para uma distribui¢@o estaciondria.

3. Distribuicdo de equilibrio dos Polindomios Ortogonais da TMA: Assumiram que a
distribui¢do de equilibrio dada pela fun¢do de distribui¢ao conjunta de um dos Ensembles
de Polindmios Ortogonais da TMA; onde lim; . P(X,t) = Poy(X) = CyJg @y, sendo

Jp =1Ili<; |xi—xj|ﬁ e oy = [IY, o(x).

4. Conjunto completo de autofuncoes polinomiais generalizadas para o operador auto-
adjunto : O operador H € definido por

H=—(ondy*) " Lrp(onlg?) =1, (2.33)

Como resultado, o processo markoviano que satisfaz as condi¢cdes impostas obedece a se-
guinte equagao de Fokker-Planck

(% — ﬁFp> P(X,t ’ X(),l‘o) =0 (2.34)
onde
0
Lrp= Z 3G pon 5 - (Jpan)~ ! (2.35)
ou na forma convencional[46]
N 0 82
Lep=Y —XD( )+ WDEZ) , (2.36)

i=1

sendo os coeficientes de difusdo e de deriva dados respectivamente por
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N .
DV =rx)+B ¥ ) D = s(x). (2.37)
jE) KT

Definimos também o operador adjunto, L rp» Pela relacdo

/ APy ({x}) LepPy({x}) = / dVxPy({x})CE P ({x)). (2.38)

que na forma padrdo toma a forma

. N 0 (92
Chp= ; [D§ >a—xl+D( )8x.2} . (2.39)

Algumas consideracdes devem ser feitas sobre as condicdes anteriores.

A primeira condi¢cdo € imposta para eliminar os processos de salto e implica elimina¢ao do
segundo termo do lado direito da eq. (2.27). Para que o processo seja homogéneo, isto sig-
nifica que a varidvel estocdstica, E(¢), tende para uma distribui¢do estaciondria. Na condi¢do
(ii1), exigi-se que a solugdo estaciondria do processo estocdstico coincida com os ensembles de
polindmios ortogonais da teoria de matrizes aleatdrias e que a corrente de probabilidade deva
anular-se no equilibrio.

A tltima condi¢do, que foi motivada pelos resultados das refs. [46] e [47] e pressupde a
existéncia de autofuncdes polinomiais associadas ao operador autoadjunto H. Por meio de um
mapeamento do processo estocdstico(descrito portanto uma equacao de Fokker-Planck) em um
sistema quantico interagente do tipo Calogero-Sutherland[48].

Portanto, estas quatro condicdes fornecem os ingredientes necessarios para se definir o mo-
delo de Movimento Browniano de Ensembles de Polindmios Ortogonais. Note que utilizando
os coeficientes de deriva e difusdo explicitamente, obtemos

. d d d
FP= (r(xz) o +5(x;) a 2) +B Z x/ E (2.40)

i=1

A conclusdo mais relevante desta descricdo é que existe uma equacio de Fokker-Planck
para cada classe de simetria da TMA quebradas sdo especificadas pelas fungdes r(x) e s(x), e
o indice de Dyson neste formalismo € um mero parametro.

E possivel incorporar Ensembles de Matrizes de Transferéncia’[2, 40] e Especificamente
para pontos quanticos, a Equacao de Fokker-Planck pode ser utilizada como uma ferramenta util
para o célculo de médias no ensemble como veremos no préximo capitulo, porém € necessario
tomar o limite ¢ — oo para que a solucdo atinja o equilibrio e coincida com a distribuicao de
niveis(que € estaciondria).

"Tais Ensembles sdo usados na descricio de transporte em fios quanticos.



CAPITULO 3

Método da Equaciao de Movimento

Anteriormente mencionamos sobre os Ensembles de Polindmios Ortogonais da Teoria de
Matrizes Aleatérias!. O conhecimento da distribuicio conjunta de niveis permite o clculo das
fun¢des de correlagdo e, consequentemente, médias de observaveis de sistemas fisicos descritos
por esses modelos. Especificamente, se F (xy,x7,...,xy) ¢ uma funcao arbitraria dos niveis, seu
valor médio € dado por

b b N
(Feg = i/ axi . [ (e, o) [~ [T G.1)

Zp Ja a i<j i=1
O cdlculo da integral (3.1) para valores arbitrarios de N e B € um problema néo trivial para
qualquer escolha da fung@o peso w(x). Tais integrais com peso de Jacobi sdo importantes no
célculo de observéveis de transporte como condutancia e ruido de disparo em cavidades balis-
ticas cadticas modeladas pelos Ensembles Circulares. Com o intuito de resolver este problema
especifico, na ultima década foram introduzidos novos métodos analiticos baseados em esten-
soes das integrais de Selberg [22] e em propriedades de funcdes simétricas como polindmios
de Jack [50, 51, 52]. Um método alternativo, introduzido na referéncia [53], explora o conceito
de Ensemble de Movimento Browniano para o cédlculo das médias. A idéia por trds do método
consiste em encontrar equacdes de movimento para as médias e, a partir delas, obter a solu-
¢do da integral (3.1) no limite 1 — oo, quando a distribuicdo relaxa para o equilibrio 2. Neste

capitudo vamos revisitar e generalizar este método.

3.1 Método da Equacao de Movimento

A média (3.1) envolve as distribui¢des conjuntas dos ensembles de polindmios ortogonais
P(x1,...,xn). Tais integrais podem ser resolvidas tratando-se estas distribui¢des como solucdes
de equilibrio de um processo estocdtico descrito por uma equacao de Fokker-Planck apropri-
edamente construida. Neste processo fora do equilibrio, a média no ensemble de uma func¢ado
arbitrdria F = F ({x}) = F(xy,...,xn) é dada por

(F), = / dVx F({x))P({x}:1). (3.2)

Como P({x};r) satisfaz a equagdo de Fokker-Planck, a evolugdo temporal desse valor mé-
dio é dada por

I'Para uma revisdo sobre tais Ensembles veja [22, 49]
2Este é 0 motivo do subscrito eq na equagio (3.1)

25
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Limn = [drn o p(te) 63)
_ / dVx F({x}) LrpP({x}:1) (3.4)
= [dx P L (D) (3.5)
onde usamos a definicdo de operador adjunto (2.38)
/ dVx P ({x}) LrpPy({x}it) = / dVx Py({x}:) LhpPy (1)), (3.6)
Desta forma, podemos escrever a equagio de movimento na forma compacta

J i

S (F) = (LLpF ({x}). (3.7)

Usando a forma explicita do operador de Fokker-Planck adjunto(2.40), temos

i=1 i#]
onde
r(x) = ro+rx
s(x) = 50 + 51X + 527

com ry,r1,80,5] € $p reais.

Para obtermos a equagdo de evolug¢do temporal da média de um observavel, precisamos
atuar o operador de Fokker-Planck adjunto nesse observavel e calcular as médias que aparecem
no lado direito de (3.8), o que pode ser tdo complicado quanto o problema original. O problema
simplifica substancialmente quando escolhemos somas de poténcias

N
F=X,=) ¥, (Xo=N). (3.9)
i=1

Como derivadas de poténcias sdo triviais, podemos esperar que todas as médias que aparecem
em (3.8) envolvem somas das poténcias ou produtos de somas de poténcias. Apesar disso,
em geral, ndo é possivel a obten¢do da dependéncia temporal da média de forma explicita.
Isto estd longe de ser um problema, pois desejamos calcular a média no equilibrio, quando
a distribuicao relaxa para a distribui¢do conjunta dos ensembles de polindmios ortoginaos da
TMA. Neste caso temos

im(F), = (Fleg, (3.10)
. d(F)
lim =2~ = 0. (3.11)

Nas proximas secdes veremos que, escrevendo F em termos de somas de poténcias, a equa-
¢do (3.8) no equilibrio se reduz a equacdes envolvendo somas de poténcias que podem ser
resolvidas explicitamente.
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3.1.1 Considerando a Funcao F = X,

Como derivadas de poténcias sdo poténcias

)

o =
92 s
WXH = nn—1)x'"",

1

os dois primeiros termos da equacao (3.8) ficam

N 0
Zr(xi)gxn = n[rOanl‘Frana
~ ;

32

N
Z S(X,‘)Wxn = l’l(l’l — 1) [S()Xn_z + 51 X,—1+ S2Xn].
i=1

i
O ultimo termo, por sua vez, é dado por

Nooq

X, X, (i) =25 s(x;)
[S(Xi)a—xi—s(xj)a—xj] = nZ e

i NN i)

Sk

i#j i#]

Esta equacdo pode ser simplificada. Para isso, definindo a funcdo

N X —
Gn)=) —
i) XX

tal que G(0) =0e G(1) = N(N —1). Paran > 1 podemos usar a identidade

xn—kyk—l )

I
_
TP

Desta forma, podemos escrever

N

o = Yyt
oy

- Y [re ZZM

k=1 " i j=1 i=1

n—l N n
I X — X
SIZ
J

Xi—Xj

J

27

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

N n+1 xn—i—l

n NN
S2§j Xi—Xj }
(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

O somatorio com sinal negativo em (3.19) surgiu pelo fato de termos considerado na primeira
soma dos colchetes a possibilidade de i = j, ou seja, o segundo somatério surge para cancelar



3.1 METODO DA EQUACAO DE MOVIMENTO 28

os casos em que i = j do primeiro, preservando a restri¢do inicial em que i # j. Finalmente,
podemos escrever a eq. (3.19) em termos de somas de poténcias

n
G(n) =Y Xy Xp—1 —nXy_1, n>1 (3.20)
k=1
Note que esta equacdo também € valida para n = 0. Desta forma, podemos escrever
»C;an = n(l"QXn,1 + rlX,,) -l—n(n - 1) [S()Xn,Q +51 X1+ SQX,,] -+

"B 150G (n— 1) +51G(n) +-5:6(n + 1)] (3.21)

2

A fim de ilustrar o uso da equacdo (3.21), vamos escrever explicitamente os casos n =1 e
n=72

=

LipXi = (roXo+nX)+ = [50G(0) +51G(1) +526(2)]

™

= (i’oN—i—}”]X])—i- [S]N(N—1)+S2(—2X1+2NX1)]

= N[r0+§s1(N—1)}+[r1+ﬁs2(N—1)}X1 (3.22)
ﬁ;sz = 2(roX1+r1X2) +2(s0Xo +51X1 +52X2) + BsoG (1) +51G(2) +52G(3)]
= 2(soN+ (ro+s1)X1 + (r1 +52)X2)
+B[soN(N — 1) +51(—2X| +2NX;) + 5:(2NX5 + X7 — 3X5))]
= 250((N=1)NB+2N)+ (si(N—=1)B+1)+rp) X;
+(52(2NB — 3B +2) +2r1) X2 + Bso X} (3.23)

Vemos que a equagdo (3.23) envolve o termo de segunda ordem Xlz. Ele pode ser tratado
como um caso particular de um produto X, X, paran =m = 1.

3.1.2 Considerando a Funcao F = X, X,

Analogamente a sec¢do anterior, iniciamos com o calculo das derivadas. Usando a regra do
produto, temos

d
XXy = mx" X, A+ X, (3.24)
8xi
02
XX = m(m— D)X 72X, +n(n— 1)x7 X, + 2nmx T2, (3.25)

axiz
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Desta forma, os dois primeiros termos da equacao (3.8) ficam
N d
Y r(x) 5 XX = 10 [mXo 1 X X1 Xo] 1 (0 m) X Xon, (3.26)
i=1 i

0
Z s(x;) ﬁXnXm = 50 [m(m —D)Xp2Xy+n(n—1)X, 2X, + 2nan+m,2} +
i=1 i

+ 5 [m(m —D)Xp1Xp+n(n—1)X, 1 X+ 2nan+m,1} +
+ 5 [m(m — D)X X, +n(n—1)X,X,, + 2nan+m} ) (3.27)

Para o terceiro termo de (3.8), usamos
d
s(x;) a—XnXm = 50 [mx;."_lX,, + nx;l_le} + 51 [mx}"Xn + nxf’Xm} + 57 [mxl’-”HXn + nx?“Xm]

Xi

= mX, [sox;"_] + 517" +szx;”+]} +nX,, [sox?_] +51x7 +szx;’+]} ,

0 que permite escrever

i7"
+ Xy [sog(n— 1) +51G(n) + 526 (n+ 1)} .(3.28)

Dessa forma, obtemos o resultado

LhpXaXm = ro[mXp- 1X X 1 Xon| 71 (A1) X X+
+ 50 [m XX, +n(n—1)Xn_2Xm—|—2nan+m_2} +
+ 1[m m—1Xn +n(n—1)X,—1 Xy +2nan+m_1] +
+ z[m —1) X X, +n(n—1)X, Xm+2nan+m} +
+ g{mX [sog —1)+slg(m)+szg(m+l)] +
+ m[sog(n—1)+slg(n)+s2g(n+1)”. (3.29)

No caso em que n = m = 1, a aquagdo (3.29) se reduz a
LLpXE=2Nso+ (s1 (N*B—NB+2) +2Nrg) Xi + 252X +2 (N — )52 +r1)X]  (3.30)

A equacdo (3.29) pode ser estendida para a acido do operador de Fokker Planck adjunto num
produto de um ndmero arbtrario de somas de poténcias.

313 Casogeral F =X, =X X;,...X;,

Neste ponto, vamos estender para o observdvel geral X; = X X3 ...X; o que foi feito
anteriormente para os observaveis X, e X, X;,. A extensdo das derivadas (3.12) e (3.13) para o
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caso de um numero arbitrério de fatores é dada por

9 oy 500
—X; = AiX;, 3.31
axi A P () l, A ( )
- w o (i) o (i.J)
ﬁx,t = 1 Ai(%i—1)X, X" +2 ;Aizljx%%_le’ , (3.32)
1 1= 4
onde /(1) é o comprimento da parti¢do (A1, 4,...,4,), ou seja, o nimero de fatores na decom-
posicdo de X, e
e _ X _
1= X—% =Xp, X Xn, X0 (3.33)
ou seja, € decomposi¢do de X, com o fator X excluido. Analogamente
o (i) X
A XX, =X X0 Xy - X X, - X0 (3.34)

representa a decomposigio de X sem o fatores X; e X 2, Dessa forma, temos os termos

ir(x)i]: — Y AX, 1 X 4 r|AX, (3.35)
& ox AT ’ '

n
i=1

N 82 n - (i)
;S(X,')@f = ZA’(;L’ — 1)X). [SOX/'l,i—Z +31X7Li—1 +SZX7L,~:| +

s(xi)a%i]—" — S(Xj)%jf

= Z Ai N)(Li) [Sog(li —1)+51G(A) +52G6(Ai + 1)] , (3.37)

N.
I
—_

o Xi—Xj
i#] J
onde |A| =Y | A; é o peso da particdo A. Combinando tudo, temos
n .
,C}L;PX;L = 1y lini—l)Z)(Ll) +n |7L|XA +

i=1

n .
+ Y L(i-1) f) [SoXxi—z +51X3,—1 +82X/1,}
i=1

n .
+ ZZAiAjXA(U) [SOX;LI,JrAj,z +51X7L,~+lj71 —}—SQXAZ.JFM]
i<j

+ g Y 4%} 500 (A = 1)+ 51G(A) + 26(2i+1)]. (3.38)
i=1

Este é o resultado principal deste capitulo. Ele permite encontrar a equagdo de movimento
para um produto de um nimero arbitrario de somas de poténcias e pode ser facilmente imple-
mentada em softwares de computacao algébrica. A seguir descreveremos como as médias sao
calculadas.
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3.1.4 Calculo das médias

O caso mais simples ocorre quando n = 1. Neste caso, usado (3.22) temos a equacao de movi-
mento

% = [ro+ §S1(N— D]+ [r1+Bs2(N —1)] X1, (3.39)

que no equilibrio®, resulta numa equacio do primeiro grau para (Xi), cuja solugio é

—N[ro+Esi(Nn=1)]
r1+Bsy(N—1)

Nos demais casos, continuamos com equacdes de primeiro grau mas nao com apenas uma
equagdo. Teremos sistemas lineares. O sistema mais simples surge no caso de grau dois, ou
seja, quando F =X, e F = Xlz. Da equacdo (3.23) vemos que a acido de Lrp em X; envolve X,
o proprio X, e X 12 Por outro lado, de (3.30), vemos que EFPXl2 envolve X1, o préprio X 12 e Xp.
Dessa forma, temos as seguintes equagdes para as médias no equilibrio

(Xy) = (3.40)

0 = 2Nso+ (s1 (N*B—NB+2)+2Nro) (X1) +252(X2) + 2 ((N— 1)s2 +11) (X7) (3.41)

0 = 250((N—1)NB+2N)+(s1(N—=1)B+1)+r0))X1)
+(52(2NB =3B 42) +2r1) (X2) + Bsy (X?). (3.42)

Como (X)) ja estd definido em (3.40), as equacdes (3.41) e (3.42) constituem um sistema
2x2em (X;) e (X?). A ordem do sistema a ser resolvido depende do peso da parti¢do
A = (A1,22,...) que define os produtos de somas de poténcias X; = X3 Xj,.... Na tabela
3.1 mostramos as varidveis associadas a cada conjunto de particdes com pesos de 1 a 8. Te-
mos dessa forma uma hierarquia de sistemas lineares, onde cada linha da tabela 8 alimenta os
coeficientes da linha seguinte. Resolvemos essa hierarquia para os casos mostrados na tabela
3.1.

As respostas obtidas dependem do indice de Dyson B e das constantes rg,r1,S0,51 € 52
definidas a partir da func¢do peso dos polindmios ortogonais. Dessa forma, por simples esco-
lha desses parametros, obtemos as solugdes para qualquer classe de ensembles de polindmios
ortogonais cldssicos. Na proxima secdo aplicaremos o método para médias nos ensembles
circulares.

3.2 Aplicacao do método para pontos quanticos

Observaveis de transporte podem ser convenientemente escritos em termos de somas de
poténcias. Por exemplo, os cumulantes da estatistica de contagem de carga podem ser escritos

como
k—1

gn =Y (=1)"p'S(k,p+1)X,, (3.43)
p=0

3 Aqui deixaremos de escrever o subscrito eq.
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| peso |A| | # partigdes | incognitas do sistema |

0 I X))

2 2 (X2), (X7)

3 3 (X3), (XaX1), (X7)

4 5 <X4>7 <X3X1>7 <X2X2>7 <X2X12>7 <Xf>

5 7 <X5>v <X4X1>7 <X3X2>7 <X3X12>7 <X22X1>7 <X2X13>a <X15>

6 11 <X6>a <X5X1>v <X4X2>7 <X3X3>7 <X3X2X1>7 <X3X13>= <X23>a <X22X12>7
(X X1), (X7)

7 15 (X7), (X6X1), (X5X2), <X5X1 ), (XaX3), (XaXoX1), (XaX7), (X3X1),
(X3X3), (X3XoX7), (XaXT), (X3 X1, (X3X7), (XoX7), (X[)

8 22 (Xs), (X7 X1), (X6X2), (X6X7), (XsX3), (XsXoX1), (XsX7), (X7),
(XaXaX1), (XaX3), (XaXoXT), (XuX}), (X3X0), (XXT), (XGX5X1),
<X3X2X13>7 <X3X15>7 <X§>? <X23X12>7 <X22Xf>7 <X2X16>7 <X18>

Tabela 3.1 Médias calculadas para as parti¢des A dos com peso de 1 a 8.

onde S(k, p+ 1) sdo os numeros de Stirling de segunda espécie[54]. Abaixo listamos os quatro
primeiros cumulantes

g X (3.44)
p = X1—X (3.45)
K = X1—-3X+2X; (3.46)
C = X1—T7Xo+12X3—6Xy (3.47)

No caso quiral, devemos fazer a substitui¢do x; — 1 —xi2 nos autovalores de transmissao, o que
implica

gn = N—-Xp (3.48)
P = Xo—Xq4 (3.49)
Kpn = —Xo+3X4—2Xe (3.50)
Lo = Xo— 77X+ 12Xg — 6Xs (3.51)

Dessa forma, qualquer poténcia desses observaveis pode ser escrita em termos de produtos de
somas do tipo X, = X X, .... Consequentemente, podemos usar as médias listadas na tabela
3.1 para obter os oito primeiros momentos de g, os quatro primeiros de p, e os dois primeiros
de x e {. No caso quiral, por sua vez, podemos calcular os quatro primeiros momentos de g,
os dois primeiros de p e os primeiros momentos de k e {. A partir dos momentos, podemos
calcular os cumulantes estatisticos a partir da relagdo de recorréncia [55]

Co =M —nf "D eom
n = n = k—1 k/Vin—k>

onde M, e C, denotam momentos e cumulantes, respecticamente. As solucdes para as classes
Wigner-Dyson, quiral e BdG sdo obtidas ajustando-se os parametros rg, 71, So, 51 € s2 de acordo
com a tabela 3.2.
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’ Classe \ S0 \ 51 \ k%) \ o \ r1 \ a \ b ‘

Wigner-Dyson | 0 | 1 | =1 | (1+m)B/2| —(B+24+mpB)/2 0 |1
Quiral 1]0[=1] —Bm/2 —B(m=+2)/2 1
BdG 01| —-1[0+mpB/2|—-B+2+mB+y)/2] 0 |1

Tabela 3.2 Coeficientes para os Ensembles Circulares.

Nas proximas se¢cdes mostraremos alguns resultados obtidos.

3.2.1 Classes Wigner-Dyson e BdG

Estas classes podem ser tratadas juntas. Os resultados da BAG se reduzem aos da Wigner-Dyson
para Yy =0.

* Condutancia Os quatro primeiros cumulantes da condutancia foram obtidos na referéncia[56].
Eles podem ser escritos em termos dos momentos como

((g)) = Xi), (3.52)
(&) = & —x)?, (3.53)
(&) = (X)) =3xD)(x)+2(x1)°, (3.54)
((g") (X1) —3(X7)? — 4(X ) (X7) + 12X ) (X7) — 6(X1)". (3.55)

(3.56)

Coletando os coeficientes adequados da tabela (3.2), podemos escrever os trés primeiros
cumulantes na forma compacta

NiN>
((g)) Ny & (3.57)
2 2NN (N1 + &) (N2 +8)
W = BN TERM 1€ DNr + ET2/B) (3:58)
(&)  _ 4(&*— (N —MNy)?) (3.59)
((g2)(g) BNIN2(Nr +& +4/B)(Nr +& —2)° ’

onde definimos & = (2+y— B)/B. A expressdo para o quarto cumulante da condutancia
€ incovenientemente grande e nio serd mostrada aqui. No caso Wigner-Dyson, ¥y =0, a
contribui¢do destes cumulantes para a distribui¢cdo completa da condutancia foi analisada
em [57] por meio da expansao de Edgeworth.

De posse dos resultados exatos, € interessante obter a expansido semicldssica, ou seja,
quando N,N; > 1. Neste limite podemos escrever

NN, +[3—2—7 NN,

(&) = Ni+N, B (Ni+NM)

5+ (3.60)



3.2 APLICACAO DO METODO PARA PONTOS QUANTICOS 34

O primeiro termo corresponde a codutancia cldssica e segundo termo conhecido na lite-
ratura como correcao de localizacdo fraca. Para a variancia da conduténcia, temos

2N|2N,?

varg =

Os termos dominantes nessas expansoes, que ndo dependem do indice de simetria 7,
sdo validos para as classes WD e BdG. A distin¢do entre as classes sO se manifesta nos
préoximos termos das expensoes.

* Poténcia do ruido de disparo

A poténcia do ruido de disparo é definida por p = X; — X;, portanto sua média é

NiN2B (N1 + &) (N2 +-&)
= , 3.62
P = N BN+ E— BN +E)+ 2] (362
No limite semiclassico (3.62) se reduz a
NiN3
(p) AL
NN, 2—

o jr]f]z)4 ( ﬁﬁ) (N —N2)2+%(N12+N22—N1N2) Fo. (3.63)

A variancia de p, por sua vez, é dada por var(p) = (X?) — (X1)? + (X3) — (X2)% —
2((X2X4) — (X2)(X4)). Esta expressdo é muito longa no caso geral, mas no caso de con-
tatos simétricos N = N, = N pode ser escrita como

(

\

ON?>+4N-3)(N>-2
2(2N+1)((2N73)(N+)3()(1+N))(2N71) ,(B=1Ly=-1)

2(512N®—768 N> — 1248 N*+1568 N> +952 N2—680N—255

(4N—1)(4N+5)(AN—T7)(4AN+1)(4N—3)(4N+3)(4N—5)
(3.64)
8N2—8N—3)(2N2—1
2(4N+3)<(4N—1)(2N—)1§)(4N+1))(2N—1) ,(B=47v=2)

2(512N®+768 N° —1248 N*— 1568 N3+952 N2 +680N—255
< L (B=2.7=1).

(ANT1)(AN+7)(AN—3)(AN—1)(4N+3)(4N+5)(4N—3)

3.2.2 Classes Quirais

¢ Condutancia

Da tabela (3.2) nés temos para a média da condutancia

(g) = N—(X)
— 4(N\N>)*B
(NN = DN+ M) (2+ (N1 +Ny)B)’ (3.65)
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Este resultado foi obtido na referéncia [58] através do método da equagdao de movimento.
No limite semicléssico, temos a expansao

_ AN 4NN (B - 2)

<g> - (N] —|—N2)3 (N1 —|—N2)4ﬁ

(3.66)

note que o termo dominante desta expansdo é diferente daquele obtido para a classe
Wigner-Dyson e que para o caso de contatos simétricos, (N} = N, = N), elas coincidem.

Poténcia do Ruido de disparo

A poténcia do ruido de disparo para a classe quiral baseado na tabela (3.2) pode ser
calculada a partir de

(p) = (X2) — (Xa4). (3.67)

O caso de contatos com ndmeros de canais (N1, N,) arbitrdrios gera um resultado grande
para ser colocado aqui e mostraremos somente o caso de contatos simétricos N; = Np =
N,

_ NB (N°B*—2B>*N*+4BN>+B*N—8BN+4N+38—6)
p) = BN+ 1) (BN+3)2BN+2—B)(2N—3)2N—1)

(3.68)

Por outro lado, a expanséo semicldssica de (p) é dada por

4NPN3 (N} — 4N7 N, + 10N{N3 — 4N|N; + N5 )

(p) = N TNy

4(B—2)NiN3

B (N +N>)8 (SNY —28N{ Ny +50NTN; —28N1N3 +5N3) +... (3.69)

No caso simétrico esta expressao se reduz a

N

(=N +B2

168

0 que estad de acordo com os resultados obtidos em [59].

+..., (3.70)

A variancia por sua vez, pode ser escrita como
var(p) = (X3) — (X2)” + (X7) — (Xa)? = 2((X2X4) — (X2) (Xa)). (3.71)

Como € de se esperar a expressao obtida € muito grande para ser apresentada. O termo
dominante da expansao semicldssica no caso de contatos simétricos tem a forma universal

1

A convergéncia para esses valores é mostrada na figura 3.1 nos casos ortogonal (f = 1),
unitdrio (B = 2) e simplético (8 = 4). Um exemplo do caso assimétrico, com N1 =7, é
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Figura 3.1 Variancia da poténcia do ruido de disparo no caso de contatos simétricos Ny = N, = N.
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Figura 3.2 Variancia da poténcia do ruido de disparo em funcdo de N, para N| = 7.

mostrado na figura 3.2
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O método apresentado neste capitulo é baseado na implementagdo computacional da
equacdo (3.38). Apesar da construgdo das equacdes associadas a todas as particdes A
de um dado inteiro n ser rapida, a solucdo algébrica do sistema obtido torna-se invidvel
a medida que n cresce. Em nosso caso, conseguimos resolver a hierarquia de sistemas
até n = 8. As solugdes obtidas sdo extremamente grandes. Por exemplo, as 22 soluc¢des
associadas a n = 8 ocupam um arquivo de 2 GB. Expressdes deste tamanho, além de ndo
poderem ser impressas, acabam perdendo utilidade, pois sdo dificeis de manipular em
pacotes de computagdo algébrica. No proximo capitulo, contornaremos este problema
para o célculo de valores médios do tipo (X,,) no limite semicldssico Nj,N; > 1.



CAPITULO 4

Analise Semiclassica para os Ensembles Circulares
da TMA

No capitulo anterior apresentamos um método para o cdlculo exato de valores médios de
produtos de somas de poténcias dos niveis vdlidas para qualquer ensemble de polindmios or-
togonais cldssicos. Também mostramos aplicacdes especificas do ensemble de Jacobi a pontos
quanticos das dez classes de universilidades da TMA. Apesar da generalidade, o método tem
como ponto fraco o rdpido crescimento da ordem dos sistemas lineares a serem resolvidos de
acordo com o nimero de particdes de inteiros. As solugdes tornam-se expressdes muito gran-
des e de dificil manipulagdo. Dentro dessa limitac@o resolvemos a hierarquia de sistemas até a
ordem |A| = 8, o que permitiu o cdlculo da variancia da poténcia do ruido de disparo na classe
quiral no caso assimétrico N; # N,. No entanto, cumulantes de ordem superior da ECC ficaram
inacessiveis.

Os observaveis estudados no capitulo 3 sdo todos estatisticas lineares dos niveis, ou seja,
sdo expressdes da forma

N
F=Y f(x), 4.1)

1
onde f(x) é uma fungéo arbitraria definida em [a,b]. A média de F é completamente determi-
nada pela densidade de niveis

- |  fp () 42)

Neste capitulo apresentaremos um método mais eficiente de célculo de valores médios dessas
estatisticas lineares no limite semicldssico. O método € baseado numa expansdo assintética
de p(x) obtida a partir do método da equacdo de movimento e foi aplicado a pontos quinti-
cos das classes Wigner-Dyson e quiral na referénca [24] para o caso de contatos simétricos
N1 = N,. Nas proximas se¢des, mostraremos uma generalizacdo desses resultados para o caso
assimétrico Ny # N, aplicdvel a qualquer cumulante da estatistica de contagem de carga.

4.1 Equacido de movimento para a densidade de niveis
Um ingrediente fundamental na teoria de matrizes aleatdrias é o calculo de funcdes de

correlagdo para as diversas classes de simetria[22]. Tais fun¢des de correlagdo t€ém conexdo
direta com os observdveis dos sistemas modelados. A partir da densidade de probabilidade

38
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P(xy,...,xy,t), pode-se definir a fun¢do de correlacdo de n pontos

A
Pu(t, 1) = ; /P(xl,...,xN,t)dan . dxy. 4.3)

(N—n

Em particular, a funcdo de 1 ponto, também chamada de densidade de niveis, pode ser escrita
como

N
p1(x) =) (8(x—x)), (4.4)
i=1
onde (...) indica média no ensemble P(xy,...,xy,?). Analogamente, a funcdo de 2-pontos
pode ser escrita como
pa(x,y) = Y (8(x—x;)8(y —x;)). (4.5)
i#]

Para ensembles de equilibrio, pode-se encontrar uma expressao de forma fechada para a fungdo
de n-pontos a partir dos métodos dos polindmios ortogonais (§ = 2) ou anti-ortogonais (f = 1
e 4). Tais métodos ndo se aplicam ao caso fora do equilibrio.

Neste capitulo, a fim de obter médias de estatisticas lineares, nos concentraremos na fungao
de 1-ponto ! p(x,t). Assim como no capitulo 3, estudaremos a evolugio temporal de médias

(F), através da equacgdo
d
()i = (LLpF), (4.6)
onde F € uma estatistica linear. Neste caso, podemos considerar a evolucdo temporal da prépria
densidade de niveis p(x,?). Das equagdes (4.4) e (4.6) vemos que a escolha F =YV | §(x —x;)
nos leva a

0 N
Ep(x,t) Z(E};PS(x—x,-» 4.7)
i=1
N
= Y (Ll8(x—xi)). (4.8)
i=1
Note que a média € tomada nas varidveis x,...,xy. Além disso, na dltima linha, escrevemos

o operador de Fokker-Planck adjunto explicitando no subscrito as varidveis envolvidas nas
derivadas

ﬁ},,:iiﬁ;; £t =p! )8%, +pP );j? (4.9)
Fazendo uso da identidade [46]
Ly8(x—y)=LIs(x—y), (4.10)
podemos escrever
i L8 (x—x;)) (4.11)

i=1

'No restante do capitulo omitiremos o subscrito 1 para esta funcio.
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onde
2
L, — %s(x) - ai (r(x) LBy W ) : 4.12)
x X JGE) T T
ou, usando a defini¢do de func¢do delta
92 d , O(x' —x;)
L= Ws(x) - ar(x) — Bs(x) /dx Z . (4.13)

Dessa forma, substituindo o operador (4.13) na equacdo de movimento (4.11) e usando a
definicdo (4.5) para a funcao de dois pontos, temos

2 X x/
a%p(x,t) _ (;a—xzs(x)p(x,t)—aixr(x)p(x,t)— ﬁa%s(x)P / dx'% (4.14)
= % {s(x) (%p(x,t)—ky(xz(—;)r(x)p(x,t) —ﬁP/dx'pECx’_—)i’,t))] ,(4.15)

onde P denota o valor principal de Cauchy e s'(x) a derivada de s(x). Desta forma, a equagio
de movimento da funcdo de 1-ponto envolve a de 2-pontos. Em geral a equacdo de movimento
para a funcdo de n-pontos envolve a de (n+ 1)-pontos, o que torna sua solu¢do um problema
ndo trivial. Na proxima secdo, mostraremos que no limite semicldssico pode-se simplificar a
equacao (4.15) que, no equilibrio resulta numa equagao integral para a densidade de niveis.

4.2 Equaciao integral para a densidade de niveis

No capitulo 3 consideramos os niveis definidos no suporte [a,b]. No entanto, a fim de
compararmos nossos resultados com a literatura, é conveniente fazer a mudanga de varidveis

a?Li +b
X il 0<Ai< (4.16)

Nas novas varidveis a equagdo de Fokker-Planck pode ser escrita na forma padrao

d N d 92 <
S0 = X (57D (AD + 500 UAh) AL, )

com os novos coeficientes de difusio e de deriva podendo ser escritos através de [Risken]

(A = Do)+

dkz P, (4.18)

I ({A}) = (j;) D ({x}). (4.19)
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Dessa forma, podemos escrever [24]

DPAY) = §(), (4.20)
SO,
DAY = FA) 4B Y @2n)
JGE) T
onde definimos
2
S) = O‘°+(‘Zlf;;2azl (141)2 4.22)
FA) [W} (142) + 2BV - DI (4.23)
com os coeficientes
ay = s(b,) (4.24)
o = s(a)+s(b)—(b—a)’s, (4.25)
o = s(a). (4.26)

Como os coeficientes de difusio e deriva (4.20) e (4.21) t€ém a mesma estrutura da encontrada na
equacgao de Fokker-Planck original, usada na dedugao de (4.15), podemos escrever diretamente
a equagao de movimento da nova densidade de niveis

gp(x 1) = ai{()t)(j/lp()t £ + S(’l)(_) B (x,1) ﬁP/d)L’p)L)L /l;/u >] 4.27)

em que Ppr(A,A’;r) é a fungdo de 2-pontos nas novas varidveis. Note que esta expressdo é
exata e vdalida para N arbitrario. A partir de agora vamos considerar o caso N > 1 e usar a
aproximacdo de Dyson[60]

/pZ(A A/ Q~ P / _i
P/ ar P20 ) 2501 {/ d?L +5oInp (l,t)}. (4.28)
Substituindo (4.28) em (4.27) temos
J d [ avarn.n(2-B9 §'(A) —F(A) = a1 P(AL1)
So0n) = 37 [spain) (252 S+ SHTE e [Fan B .
(4.29)

No equilibrio o lado esquerdo se anula assim como o termo entre parénteses, o que resulta
na equacao integral

PR 2-Bp I §'(A) —F(A)
P/o Wy T 2 aa Pt ey

(4.30)
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Usando as defini¢des de §e 7, eqgs. (4.22) e (4.23), podemos escrever

, P(A) 2B 8 . N-—1
P/ - )u = 2p A MM+
o +20mA (b—a)lr(b)+r(a)A]

B(ogA + o) + apA?) B(1+/1)(ao+a1/1+a212)'(4'31)

Esta equacdo vale para todas as classes dos ensembles de Hermite, Laguerre e Jacobi. Para
nossos propodsitos, vamos considerar os casos particulares do ensemble de Jacobi associados
aos ensembles circulares com a escolha dos parametros rg,ry,So,S1,52, € dos limites a e b do
intervalo de definicao dos niveis de acordo com a tabela 4.1

| Classe [ so ] s1] s2 | o \ r | a |b]

Wigner-Dyson | 0 | 1 | —1 | (1+m)B/2 —(B+2+mp)/2 0 |1
Quiral 1{0]|—-1| —Bm/2 —B(m+2)/2 —111
BdG O 1 |=1|(14+mpB/2|—-B+2+mB+y)/2| 0 |1

Tabela 4.1 Coeficientes para os Ensembles Circulares.

Como em todos os casos s(a) = s(b) = 0, podemos escrever (4.31) na forma simplificada

, P / 2—-B 0 1 ro+rib 1
P/ d?L;L A,_ 35 97 P+ ﬁ(l—m) +<ﬁS2+N—1)1+7L (4.32)

A seguir, discutiremos a solu¢do desta equagio na forma p(A) = po(A) +p(A)

4.3 Classe BdG/Wigner-Dyson

Com base nos coeficientes fornecidos pela tabela 4.1 e dos valores dos parametros o, 0, 03
€ possivel obter a seguinte equacao integral

Nt 2—-B[d . . 1 Y 1

/ —_— —_— —_——
P/ ar ;u‘z(1+/1)+ B AP M T Ty @Y
onde Ny = N; +N,.

Seguindo a referéncia [24], decompomos a densidade num termo p = py+ 6P num termo
po de ordem N e uma corre¢io 8p de ordem N°. Neste caso, podemos usar Inp = Inpy, e
separar a equacdo integral (4.33) em duas, uma para a parte dominante e outra para a correcao

,Po()/) _ Nt

P / d )L, = —<1+x) (4.34)
) 6P _ 2-B[dnpy(A) 1 y 1

P/ a5 /v = 2[; on Tixr| 2pa(ita); 0 @Y
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4.3.1 Termo dominante

Admitindo que pp(A) se anula para A > A., a densidade deve satisfazer

1 P o Nr
P/ aA /I /I/ o 2(1+2)

/Cdl’ﬁo(l’) — N
0

A solucao dessa equacdo integral [2] pode ser escrita como

o 1 , VN e—X)
P = AEh (N__/ RTET T l’))
1 VIt
- m—Nr~———== ],
zm/x(zc—x)< 1+4 )

onde m = |N; — N|.
O parametro livre A, é determinado pela condi¢do po(A.) = 0, o que implica
A — NT - 4NN,
‘< m2 - (N 1— N2)2 '

Com este valor, a equacdo (4.39) pode ser reescrita como

N _ VNN, 1T

que € a solucdo obtida por Beenakker em [2].
Voltando para as varidveis originais do problema

1
1A
obtemos a densidade de niveis através da transformacao
<, dA
p(x)=pA)—

dx’

Desta forma, o termo dominante da densidade de niveis? é dada por

N +Ny [x—x,
= <x<
Po(x) 2nx \ 1—x’ Osxsx,

Xe=|—""2] .
N1+ N>

2Neste caso os niveis x; sdo os autovalores de trasmisso do sistema.

onde

43

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)
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4.3.2 Correcao

Da (4.35), vemos que a equagio para a corre¢io na densidade 6p depende da derivada logarit-
mica do termo dominante py. De (4.41), esta derivada é dada por

ad . . 1 1 1
P T Ry W T & (140
de modo que a corre¢c@o quantica por sua vez satisfaz
AN 2-B 1 2—-B+2y v 1
)0 _ _ L
P/ dh /1 /1/ = 4B A-A 4Br T2/1+A (4.47)
/ “AVSF() = o, (4.48)
0
Uma inspecdo na equacao (4.47) permite a seguinte decomposi¢ao
< 2-Bs p—2-2 Y
O0p(A) = 4[3 O0(A—Ay)+ 1B o(A)+ 2ﬁv(),), (4.49)
onde a fungdo v(A) satisfaz
Ac V(L) 1
! _
P/O aTE = o (4.50)
Ae
/ vy = 1, 4.51)
0

que € uma equagao do mesmo tipo da resolvida anteriormente. Procedendo de forma similar,

encontramos a solugdo
V() = VItA : (4.52)
T(1+2)/A (A — )

Portanto, a correcdo na densidade de niveis € dada por

V1+ A

5p(A) = 2P s —a) - 22P 250+ Y 4.53)

4B 4B 2B a(14+A)/A(A—2)
Nas varidveis originais do problema, podemos escrever
2—-B 2—-B+2y Y 1
o =—0(x—x)—————9& + , 4.54
p(x) 4B (x—x¢) — 1B (x—1) 2B o) (4.54)

0 que estd de acordo com [36].



4.4 EXPANSOES SEMICLASSICAS EM VARIAVEIS ANGULARES 45

4.3.3 Média de uma estatistica linear

Vimos que o valor esperado de uma estatistica linear F =Y, f(x;) é completamente definido
pela densidade de niveis

= /f(x)p(x)dx. (4.55)

Usando os resultados da expansdo semicldssica para p(x) podemos escrever (F) = Fy+ 0F,
onde

. N]+N2 X = xcf
R = / el AN (4.56)
2—/3 2-pray, £(0)
5F = =P v (457
p T 2ﬁn/xc e U

A seguir ilustraremos o uso de (4.56) e (4.57) para alguns observaveis.

1. Condutancia f(x) =x

NN,
— 4.58
80 NNy (4.58)
B—-2—y NM
dg = . 4.59

2. Poténcia do ruido de disparo f(x) = x(1 —x)

L (MiN)?
5o — _[3—2N1N2(N1—N2)2+1N1N2(N]2—N1N2+N22) @61
p B (M +M)* 2B (N1 +N»)? ' '

Esses resultados coincidem com as expansios dos resultados exatos obtidos no capitulo 3. E
interessante notar que a correcdo de localizacdo fraca na poténcia do ruido de disparo € nao
nula nos casos B =2 e N| = N,. Finalmente, os resultados reduzem-se ao caso Wigner-Dyson
quando y = 0.

Nas proximas secoes exploraremos outras representagdes para o Fy € OF .

4.4 Expansoes Semiclassicas em varidveis angulares

Considerando as expressoes (4.44) e (4.54) para pp(x) e dp(x) na se¢do anterior, é conveniente
realizar a seguinte mudanca de varidvel

x = 1—(1—xc)cosz(g), 0<6 <. (4.62)
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Denotando por 6p(0) e §5(6) como o termo dominante e a correcdo da densidade de niveis
na nova varidvel, podemos escrever

on(0) = p(x(6)| 5

Nr  (1—x.)sin*(6/2)
21— (1—x.)cos?(6/2)

(4.63)

Usando a definicao de x., eq. (4.45), podemos escrever

2Ny sin®(6/2) _ Nr [cosf—1
%(0) = T 51—4§ cos2(0/2) 2xm (cos@+a) ’ (“464)

onde definimos

¢ = (4.65)
1

o = 1—i. (4.66)

56(0) =P 2150 1)—5(6)— L-6(6—m)+ 1. 4.67)

4.4.1 Série de Cossenos de Fourrier

A fungdo op(0) é par de periodo 27 definida em —7 < 6 < 7, que pode ser expandida numa
série de cossenos de Fourrier

G0(8) = a—2° + Y ancos(nd), (4.68)
n=1
com coeficientes dados por
2 T
a,,:%/ 466,(0) cos(nb). (4.69)
0
dessa forma
a6 = z/ndec 0)= 2N (4.70)
0 — 7 Jo 0 - T .
Nr (7 cosO —1
n = —> do | —— 0). 4.71
. 21?2 /ﬂ (cos@+0¢> cos(nf) @71

Na primeira integral usando a normalizagdo para op(6). Para a segunda integral pode ser
executada pelo método dos residuos. Para isso, introduzimos a varidvel complexa z = % de
modo que

M dz (z—1)*("+z7")

U e e s (*72
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onde
_N>

_N<’

-

sdo as raizes de z2 4+ 20z + 1 com N. e N~ denotando o menor e maior valor entre N, N,
respectivamente. Dessa forma, temos duas integrais

an 2+ 4.73)

N dz 2" 1(z—1)? d —1)?
a = L j,{__z A Gl DR (" : (z=1) (4.74)
(27) i (z—z4)(z—z-) i M (z—zq)(z—2-)
A A2
O integrando de A possui um p6lo simples em z =z = j\% logo
_—1)?
A= gttt S
I— — 3+
N-\"N:—N
_ o (_<) Ne = N> 4.75)
N~ ) N-+N-

J4 o integrando de A, possui um polo simples em z =z_ € um polo de ordemn+1em z=0,
ou seja

_—1)? 1 d" —1)?
Ay = on| STy ——{ 1) } (4.76)
Iz —zy) —onld [ (z—z-)(z—2z4)
%/_/ -~ /
J1 J
com
2 2 n
N N. —N N.—N _ _
I
N./) N-—+N- (N<N= )" =
Finalmente, usando
2n
,, vy ()
ZNi("_k)Ni(k_l)z(—>> - : 4.77)
N 2
RO
N
podemos escrever
No—N- /N-\"
Ay =21— "= (—<) . (4.78)
No+ N~ \ N>

Portanto, substituindo (4.75) e (4.78) em (4.74) temos os coeficientes de Fourier na forma

compacta
N.—N- (N-\"
= —— (—<) : (4.79)
T N~
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Dessa forma, usando (4.70) e (4.79) obtemos a densidade na forma

£+u‘”(&
n=1

op(0) =
0(6) T T N~

) cos(nB). (4.80)

A correc@o quantica na condutancia também pode ser expandida numa série de cossenos.
Para isso considere as identidades

o(6) = %+%icos(m9), (4.81)
n=1

0(6—m) = %+%i(—1)”cos(m9). (4.82)
n=1

Substituindo (4.82) e (4.81) em (4.67), nos leva a

55(0) = Zﬁ—_nﬁ fbcos,[(zwr 18]~ L Y (~1)"cos(n6). (4.83)

juntando (4.80) e (4.83), obtemos a expansdo semicldssica para a densidade de niveis

N. No—N- & (N-\"
c0) = —+—— (—> cos(nB) +
b T nZl N~

+ B—B i [(2n—1)6 _r i (—1)"cos(n0). (4.34)

4.4.2 Média de uma estatistica linear

O valor esperado da estatistica linear F = ):fy: W f (x,-)) ¢ dado por

(F) :/Oﬂf(e)o(e)de, (4.85)

onde f(0) = f(1—(1—xc)cos?6/2). Utilizando (4.84), temos que (F) = Fy+ 8F, onde o
termo dominante é dado por

1. No—No & (N,
F = §f0N<_TnZ::1(N_>> Jn (4.86)
onde 5
o= /O 7(6)cos(n6)d6 (4.87)

sdo os coeficientes da série de cossenos de Fourier da fun¢do f(6). Analogamente, a corregio
de localizacdo fraca é dada por

_ 2_B o Y - n
5F = Tn;fzn_l——ﬁng )" - (4.88)
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Separando os termos pares e impares no segundo somatério, podemos escrever

247-B ¢ ; Y v 7
SF=—-*"" no] — —— n- 4.89
2B nZ]fz 1 2ﬁ,;1f2 (4.89)

A seguir, ilustraremos o uso de (4.86) e (4.89) para alguns observaveis

1. Condutancia

Neste caso, f(0) = 1 —4Ecos?0/2 =1 —2& —2& cos §. Portanto os tinicos coeficientes
de Fourier ndo nulos sdo fo = 1 —2& e fi = —2&. Usando o valor de & definido na
equagdo (4.66) encontramos

NN,
= 4.90
8o NtV (4.90)
p-2-y NN
Sg = , (4.91)
§ B (N +Ny)?
que coincide com os resultados da sec¢ao 4.3.3, como deveria ser.
2. Poténcia do Ruido de Disparo.
Neste caso

F(0) =2E(1 —3E)+2E(1 —4&)cos(0) —2E2 cos(26), (4.92)

portanto os tnicos coeficientes de Fourier ndo nulos nesta série de cossenos sio fy =
26(1-3&), fi=2E(1—4&) e f, = —2&2. O que implica em

NiN?
S S 4.93
N1N2 2[3—2—’)/ ’}/
fo) = ——— | (N —-N))"—————— =N1N»| . 4,94
p AL (N1 —Ns) B g2 (4.94)

4.5 Médias de somas de poténcias e Cumulantes da Estatistica de
Contagem

Somas de poténcias aparecem naturalmente na defini¢do dos cumulantes da estatistica de
contagem de carga. Como consequéncia da férmula de Levitov-Lesovik[21], podemos escrever
para sistemas das classes Wigner-Dyson e BdG

k—1

ak =Y, (=1)Pp!S(k,p+ 1)Xp11, (4.95)
p=0

onde S(k,p) é o nimero de Stirling de segunda espécie. Vimos no capitulo 3 que cumulantes
de g; envolvem médias do tipo (X, ...X,, ) que podem ser obtidas pelo método da equagio de
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movimento. No entanto, os resultados rapidamente tornam-se proibitivamente grandes para cu-
mulantes & medida em que |A| cresce. Nesta se¢do, consideraremos o caso A = (p), ou seja, do
valor esperado de apenas uma soma de poténcias. Como neste caso X, € uma estatistica linear,
podemos usar as andlises das se¢Oes anteriores para o célculo de sua expansao semicléssica.

4.5.1 Média da soma de poténcias no limite semiclassico

O valor esperado da soma de poténcias X, € dado por

b
(X,) = / ¥ p(x)dx. (4.96)
a
Dessa forma, usando a expansao semicéssica da densidade de niveis p (x) podemos escrever
(Xp) =Xpo+ 0X). (4.97)
Os dois termos da equagdo (4.97) sdao convenientemente calculados usando a substitu¢do x =

1 —4& cos?(6/2) introduzida na segdo 4.4. Dessa forma, o termo dominante pode ser escrito
como

X,0= /0 " [1—4Ecos?(6/2)]" 00(0)d6 (4.98)

onde 0p(0) é dado pela equagio (4.64). Dessa forma, a integral a ser calculada é
2N _
=Z¢ / [1—4Ecos?(6/2)]" ' sin(8/2)d6. (4.99)

Expandindo o bindmio [1 —4& cos?(6/2)]P~!, podemos escrever

-1 T
X0— 2NT~€”Z(_1)1 (p_1>4l§l/ sin®(0/2) cos?(6/2)d6. (4.100)
T = l 0

A integral pode ser escrita em termos da funcdo beta

" Gin2(6/2)cos? (8/2)d0 = B(3/2,1 1 1/2) = -2 D! 4.1
/0 s’ (0/2)cos™ (0/2)40 = B(3/2,1+1/2) = 5y (4.101)
Dessa forma, temos o resultado
rl —1\ ;21—
X,0=N (P I ) gl 4.102

ou, usando (21 —1)!! = (20)!)(2/1"),

e p—1\ _(21)!
Xp,o—NrélZO(—l)l( z )l'(l+1) g'. (4.103)
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Analogamente, a corre¢do quantica € dada por

/A
5X, :/ (1—4E cos(8/2))" 86(8)d, (4.104)
0
onde 65(0) é dado por (4.67). Efetuando as integrais nas deltas, podemos escrever
_B-2 Y /” 2 p
0Xp)=— 15 [1—(1-4&)7] 2[3 +2ﬁ (1 4€ cos (0/2)) do. (4.105)

A integral restante também pode ser calculada através da expansio do bindmio e uso da fun¢do
beta

T P B p p T
/0 (1-4&cos®(8/2))' do = %(-1)1(1)(433)1/0 cos?(6/2)
_ f(_l)l (’;)(45)13(1/21+1/2)
1=0
P !
- _y (P D e 4.106
Y (-0 (]) (4.106)
Portanto, podemos escrever
B-2 (21)!
8%, =5 [1— (1—4&)7] Z ( )Tgl. (4.107)
Expandindo o bindmio do primeiro termo de (4.107), chegamos a
v (P[22 B, v 2D
_l;( 1)<l>[ﬁ 41 +l3 )}g (4.108)

4.5.2 Expansio semiclassica para os (g;)

Os resultados (4.100) em (4.108) podem ser usados para o cdlculo do termo dominante e de
localizagdo fraca na expansao semicldssica da média

k—1
(@) = Y (—1)Pp!S(k, p+1)(Xps1) = qro + Sas. (4.109)

Dessa forma, substituindo (4.100) em (4.109), temos o termo dominate
p (21)! l
=N p!S(k,p+1 1)! ( 4.110
k0 = Nré 2 P+ )2_0,( ) l> 00+ 1)1 TR (4.110)

O somatdrio duplo pode ser rearranjado com o auxilio da identidade para os nimeros de Stirling
de segunda espécie

k—1
Z Zapzél Y (Z az,p> EP. 4.111)

p=01=0 p=
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Desta forma, podemos reescrever (4.110) como

(g Nékzl( 1y 2P)! kzl( 1)l<l>l'S(kl+1) gr 4.112)
qk)0 = INT —1)f—— — 1S(k, . .
=0 p!(p+1)! I=p p
O samatorio entre colchetes € eliminado com o auxilio da identidade
k—1 l
Z(—l)’( )Z!S(k,l—H):(—l)k“p!S(k—l,p). (4.113)
I=p p

Desta forma, apds fazermos p — p — 1, chegamos na seguinte expressao para o termo domi-
nante

k
2p—2)!
aro=Np ¥ (122220 .- VSe—1,p-1)¢7, (4.114)
p=1 )

que coincide com o resultado obtido por Novaes [61].
Analogamente, a corre¢do localizacdo fraca € dada por

k—1

Sqr =Y (—1)Pp!S(k,p+1)8Xp11. (4.115)
p=0

Substituindo (4.108) em (4.115), a correcdo de Localizagdo fraca é dada por

k—1 p+1
_ Vv (PN [2=B o Y 2D
5qk_pgo( 1)Pp25(k,p+1)121( 1)( z ){—ﬁ 4 +2[3 (11)2}5' (4.116)

Rearranjando o somatério duplo usando (4.111) podemos reescrever (4.116) como
k

Y 2Bt Y DY o gy (P
6qk—p§( 1)? 5 4r +2I3 (p!)z}gplzl‘;( 1)1 1)!( ] )S(k,l). (4.117)

O segundo somatdrio resulta em (—1)**1(p —1)!S(k, p), desta forma podemos escrever

k 2
Sqr=Y (=) P (p—1)1S(k, p) {

—[34,:71 +l(21’)!] £, (4.118)
p=1

B 2B (p!)?

ou ainda, fazendo, p — p+1,

! k 2—B Y (Zp 2)!
— 2 1 +p p p+1
5qk— ( ) p!S(k“D—f—l) |: 3 4 —f——,), —[( )!]2 5 . (4-119)

As expressoes (4.114) e (4.119) constituem o resultado principal deste capitulo. Eles per-
mitem a constru¢do dos dois primeiros termos da expansdo semicdssica de qualquer cumulante
da estatistica de contagem de carga. A seguir ilustraremos os resultados dos quatro primeiros
cumulantes.
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4.5.3 Resultados para a classes WD/BdG

Usando a notacéo da referéncia [56], temos que g1 = g, g2 = p, g3 = K € g4 = {. Abaixo

seguem os resultados obtidos.

1. Primeiro cumulante (condutancia)

NN,
80 N1 +N,
_ B-2—-y NIM
0g = 5
[3 (N1 -|-N2)

2. Segundo cumulante (poténcia do ruido de disparo)

NiN;

Po N+ N2

5p — B-2NiMy(N1 —Np)* | y MiNa(N} = NiN, +N3)
B (Mi+N)* B Ni+Ny)*

3. Terceiro cumulante

_NINF (N = Ny)?

Koo = (N] —I—N2)5 ’
sc = (B=2)NiN( —N>)*(N} — 6NN, +N3)
B (N1 +N)®
_ Y NNy (N1 = N2)* (N} =3NiN, +N3)
B (N1 +N,)8 '

4. Quarto cumulante

6 — N{N3 (N} —8NjN, + 12N{N3 — 8N|N; + N;)
0 (N] +N2)7 ’

8 = -

(B —2) NiN2(Ny — N2)*(N{ — 20N N, + 54N?N7 — 20N N; + N3)

B (N1 +No)®

(4.120)

(4.121)

(4.122)

(4.123)

(4.124)

(4.125)

(4.126)

(4.127)

(4.128)

LY, (N® — 15NN, + 51N{N3 — 76N} N; 4+ 51NNy — 15N|N5 +N9) _

B (N1 +N,)8

(4.129)

Os resultados obtidos até aqui estdo em concordancia com os resultados da literatura, in-
dicando que esta abordagem ¢é rica e permite um caminho alternativo aos métodos explorados

nos primeiros passos da TMA.



CAPITULO 5

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalhos desenvolvemos uma generalizagao do método da equacdo de movimento para o
célculo de médias de somas de poténcias dos niveis para qualquer ensemble de polindmios orto-
gonais da TMA. O método fornece resultados gerais que dependem dos coeficientes rg, 1, 5o, 51
e 57 que definem esses ensembles. Em particular, nos concentramos nos ensembles de Jacobi
associados aos ensembles circulares da TMA, usados em problemas de transporte em cavidades
balisticas cadticas de dois terminais acopladas com contatos ideais. Neste caso, os coeficientes
ro € r1 dependem do nimero de de canais abertos, Ni € N,, e dos indices de simetria 8 € y. No
método da equagio de movimento médias do tipo (X, ) para uma dada particio A = (41, 4,,...)
sdo reduzidas a solucdo de sistemas lineares cuja ordem A depende do peso da parti¢do e cujos
coeficientes dependem da solucdo de pesos inferiores. Obtemos, dessa forma uma hierarquia
de equacdes que pode ser facilmente implementada em softwares de computacdo simbdlica.
No entanto, a medida que o peso das particdes aumenta, o tempo de computacio aumenta
consideravelmente e as solucdes ficam extremamente grandes o que as torna incovemientes.
Obtivemos solugdes exatas para as particdes até as particdes de peso |A| = 8. Tais solugdes
puderam ser adaptadas, por uma escolha conveniente dos pardmetros, para o calculo de obser-
vdaveis de transporte para cavidades cadticas das classes Wgner-Dyson e BdG.

Com a limitacdo do célculo exato para cumulantes de ordem superior, desenvolvemos um
método alternativo para o calculo da média uma soma de poténcia (X,) no limite semicldssico
N1,N, > 1 apartir da expansao assintdtica da densidade de autovalores de transmissdo. Usando
algumas propriedades dos numeros de Stirling de segunda espécie, conseguimos escrever ex-
pressdes fechadas para a média e a correcio de localizagdo fraca para todos os cumulantes da
estatistica de contagem de carga nas classes Wigner-Dyson e BdG.

Uma sequéncia natural desse trabalho € o estudo da classe quiral que se aplica a siste-
mas com simetria de subrede. Nossas solucdes exatas permitem o cdlculo dos quatro primei-
ros cumulantes da condutancia e dos dois primeiros da poténcia do ruido de disparo nesta
classe. Desta forma, a tinica maneira de estudar cumulantes de ordem superior da estatistica
de contagem de carga ¢ através do método da expansdo semicldssica. Além disso os resultados
analiticos podem ser checados através de simulal¢des numéricas dos ensembles de matrizes
circulares.
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APENDICE A

Numero de Stirling

A.1 Nuamero de Stirling de primeira espécie

Considere o polindmio gerado pelo produto

n—

x(x—l)(x—z)...(x—n+1):H(x—i) (A1)

=0

. . c Al p n
vamos denotar o coeficiente do termo x"(sem o sinal) neste polindmio pelo simbolo { } ,
r

ou seja

Men=[n] e[, Jere= (] 7

i=0
Estes numeros sdo chamados Nimeros de Stirling de 1¢ espécie em homenagem a James
Stirling(1692-1770).
Algumas propriedades destes coeficientes serdo mostradas sem prova, o leitor interessado
pode recorrer a referéncia [54] para mais detalhes.

Propriedades:
o
1. 0]~ 0
2. | " =1
L n -
3. =m—1)
L 1 -
4. ni | ] = ( ; ), onde o lado direito da igualdade significa o coeficiente binomial.

Como exemplo considere n = 4:

x(x—1D(x—=2)(x—3) = x*—6x>+11x* —6x

e [a e 2] ] ]3] s

55
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facilmente verifica-se as propriedades citadas anteriormente.
Os niimeros de Stirling de primeira espécie obedecem a seguinte relacdo de recorréncia:

e[

note que (A.4) junto com as duas primeiras propriedades citadas anteriormente, permite obter-
mos as duas dltimas propriedades; ainda mais, permitem a construcdo de uma tabela com os
valores destes nlimeros:

2 3 1 (A.S)

24 50 35 10 1

A.2 Nuamero de Stirling de segunda espécie

Os nimeros de Stirling de segunda espécie sao definidos[62] como a quantidade de maneiras
existentes de termos uma parti¢cdo de um conjunto de n elementos em k subconjuntos.
Uma notag¢do comum € a seguinte

{ Z } = S(n,k). (A.6)
Considerando o polindmio

(X)p=x(x—1)...(x—n+1), onde (x)g=1, (A7)

pode-se caracterizar os numeros de Stirling de segunda espécie pela expressao

n

Y S(nk)(x)r = *=S(n0)(x)o+...+5(n,n)(x)n. (A.8)
k=0

Assim como os de primeira espécie, os nimeros de Stirling de segunda espécie possuem
algumas propriedades
Propriedades:



A.2 NUMERO DE STIRLING DE SEGUNDA ESPECIE 57

5. { ni 1 } = ( g ), onde o lado direito da igualdade significa o coeficiente binomial.

e também obedecem a uma relacio de recorréncia,

(=it a9

A tabela seguinte pode ser obtida pela relagdo de recorréncia e pelas propriedades citadas:

Niimeros de Stirling de 2¢ espécie
n\kJO[1] 2 | 3] 4] 5 [6]7]8
0 1
1 01
2 01 1
3 1011 3 1
4 01| 7 1
S |O0[1] 15| 25 10 1
6 (O0[1] 31 |90 | 65 15 1
7 10| 1] 63 [301] 350 | 140 | 21 | 1
8 0|1 |127 966 | 1701 | 1050 | 266 | 28 | 1

Como exemplo considere o elemento n = 5 e k = 3, ou seja

(3=

pela relacdo de recorréncia podemos afirmar que { ; } =743 x6,onde 7 = { 3 } e

6= { ;1 } verifique na tabela.
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