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Resumo

Nesta dissertagao, aplicamos o método da Andlise de Flutuacao destendenciada DFA (De-
trended Fluctuation Analysis) a séries temporais obtidas por meio do formalismo da equacao
de Langevin associada a dinamica de uma particula sob acao de um potencial biestavel
quartico. Numa primeira aproximacao, quadratica, obtemos a escala de energia térmica
caracteristica necessaria para a transicao entre os minimos do potencial. Nosso estudo
revela que os regimes de correlagao para tempos longos e curtos, indicados pela alteracao do
exponte de escala entre processos descorrelacionados («a ~ 1/2) e correlacionados (a ~ 1)
podem ser associados a intensidade do ruido térmico. Estes resultados aliados a anadlise
dos tempos de permanéncia 7, e de primeira passagem 7s,, bem como ao comportamento
divergente das flutuacoes associados a estas quantidades sugerem uma possivel transicao
de fase de segunda ordem cujo parametro de ordem corresponderia a posi¢ao média da

particula (z).

Palavras-chave: Equacao de Langevin, DFA, Processos Estocasticos, Transicao de

Fases

VII



Abstract

In this work we apply the Detrended Fluctuation Analysis approach on time series obtained
by Langevin equation for a quartic potential. Initially we employ a quadratic approximation
that allows us to establish the thermic energy scale necessary to produce dynamical
transitions between the two potenial minima. Computational simulations reveals three
correlation regimes governed by the thermic noisy strength. A first one associated to short
times scales corresponds to a correlated regime, with scale exponent o = 1, a second one at
intermediatte scales with a temperature dependent behavior of escale exponent 1/2 < a < 1
and finally a third one at long time scales. This result associated with divergent growth
of first passage and permanence time fluctuations suggests a possible second order phase

transition whose order parameter corresponds to the average particle possiton (z).

Keywords: Langevin Equation, DFA, Stochastic Process, Phase transitions
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Capitulo 1

Introducao

A compreensao e caracterizacao dos diversos fenomenos envolvendo a matéria con-
densada passa invariavelmente por um tratamento estatistico dos elementos constituintes do
sistema em questao. Sob esse ponto de vista a Mecanica Estatistica pode ser entendida como
o ramo da Fisica que partindo de uma teoria microscépica da matéria, se utiliza de métodos
estatisticos para descrever as propriedades e os efeitos coletivos das particulas. Dependendo
do nivel de descricao adotada para o problema podemos ter uma grande variedade de abor-
dagens e métodos, os quais podem ir desde aqueles totalmente analiticos e formulados a
partir de primeiros principios, como aqueles ditos fenomenoldgicos e fortemente apoiados
em técnicas computacionais. Uma destas técnicas que tem um longo historico de utilizagao
tanto em Fisica quanto em suas aplicagoes interdisciplinares como a Quimica e a Biologia é
a da Equacao de Langevin.

Originalmente esta equacao consiste de uma espécie de segunda Lei de Newton que pos-
sui um termo estocéstico (aleatério) e uma de suas primeiras aplicagoes estd relacionada ao
problema do chamado Movimento Browniano, ou seja, ao problema de difusao de particulas
num meio. Tal movimento fora observado e descrito pela primeira vez pelo biélogo Robert
Brown em 1827. Embora nao tenha sido o primeiro a observar este padrao Brown, contrari-
amente a ideia da época, de que tal movimento era desenpenhado por seres vivos, observou
que tal movimento possuia um céarater aleatério bem como analisou a relacao entre o tama-

nho da particula e a intensidade da agitacao que era demandada sobre a mesma, sendo que
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quanto menor o tamanho da particula maior seria o grau de agitacao que ela sofreria.

Em 1900 o matemético, economista Louis Bachelier [1] em sua tese de doutorado forneceu
a solucao do da caminhada aleatéria como um modelo das flutuacoes nos precos das agoes.
Neste trabalhho ele deduziu que os incrementos do processo sao independentes e normalmente
distribuidos, argumentando que as pequenas flutuagoes no preco observadas ao longo de um
curto intervalo de tempo devem ser independentes do valor atual do preco, correspondendo

a “falta de memoria” do sistema.

Albert Einstein em 1905, sem conhecimento do trabalho de Bachelier, publicou um
artigo sobre o relacionamento entre o mundo microscépico das particulas em perene movi-
mento e as leis visiveis do universo macroscopico da termodinamica. Neste trabalho, uma
das contribuigoes apresentadas foi modelo matematico para o movimento browniano, apre-
sentando uma equagao diferencial relacionada a distribuicao de particulas por unidade de
comprimento, conhecida por equacao de difusao. O seu artigo também contribuiu na de-
terminacao da destribuicao de probabilidade associando o deslocamento quadratico médio a
temperatura, pelo que ficaria conhecida como relagao de Einstein, permitindo uma estimativa

do nimero de Avogadro.

Trés anos apds o tratamento do movimento browniano por Einstein, Paul Langevin
criou uma descricao moderna, diferente, e segundo o préprio Langevin “infinitamente mais
simples” que o modelo de Einstein [2]. Este modelo moderno exigiu criar novas ferramen-
tas matematicas com propriedades incomuns, devido aos processos estocasticos. Langevin
abordou o movimento browniano utilizando a segunda lei de Newton, partindo do principio
que existem duas forgas de cardter distintas atuando sobre uma particula que se move com
velocidade v submersa num fluido. A primeira for¢a aplicada tem carater dissipativo devido
a friccao dinamica entre a particula e as moléculas do meio, a segunda forca tem cardter

estocéastico devido aos choques aleatérios.

Desta forma veé-se que a abordagem de fenomenos estocasticos em sistemas fisicos ou
em areas interdisciplinares como biologia, economia e engenharia, tem um longo histérico
e representa uma grande area para aplicagao de diferentes métodos matematicos. Tradici-
onalmente a introdugao desses elementos estocasticos dé-se via utilizacao do formalismo da

Equacao de Fokker-Planck ou da equacao de Langevin [3, 4].
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Potenciais biestaveis consistem num dos mais simples modelos de potenciais para des-
crigao de dinamicas meta-estaveis. Como apontado por Goryainov [5] potenciais de pogo
duplo podem ser construidos de diversas formas. Historicamente estes vem sendo estudados
desde o inicio da década de 1940 com as contribui¢des seminais de Arrhenius e Kramers [6],
com diversas contribui¢oes importantes destacando-se os modelos exatamente soluveis pro-
postos por van Kampen [7], com a utilizagdo de um potencial constante por partes e Brand e
Schenzle [8] com um potencial quadréatico por partes, no final da década de 1970. Estes dois
modelos serviram de base para a discussao quanto a natureza das transicoes de fase descritas
por sistemas fisicos de nao equilibrio. Duas décadas mais tarde surgiram generalizagoes nas
quais a curvatura da regiao que conecta os minimos de energia poderia variar no tempo como
proposto por Madureira e Hénggi [9]. Mais recentemente Drigo Filho e colaboradores [10]
apresentaram uma solugao aproximada para potenciais quadraticos por partes oferecendo
um estudo do tempo de primeira passagem T, entre os minimos do potencial [11]

No caso em particular dos potenciais quarticos sua continua atencao por parte da
comunidade estd simultaneamente relacionada a sua grande aplicabilidade intuitiva a diversos
tipos de modelagem [12] e do ponto de vista analitico ele consiste num desafio uma vez que
nao sao conhecidos métodos exatos para obtencao da solucao nao estaciondria da equacao

de Fokker-Planck associadas a este potencial [13, 14].

Seja por seu interesse fundamental ou por seu apelo aplicado, o estudo de dinamicas
simplificadas que possam descrever transicoes de fase de nao equilibrio dependem de uma
compreensao satisfatéria das correlacoes que se manifestam nas séries temporais produzidas

por estes processos.

Nos ultimos anos, a analise estatistica de séries temporais auto-afins tem se consolidado
como uma importante ferramenta na investigacao de diversos fenomenos naturais. Em geral,
a maioria dos estudos se dedicam a caracterizar a complexidade das flutuacoes estatisticas
presentes nas séries. Tais flutuagoes estao associadas a correlagoes de longo-alcance entre
as variavies dinamicas da série, que obedecem a um comportamento descrito por leis de
poténcias fractais [15]. Neste contexto, tem crescido o nimero de trabalhos voltados para a
caracterizacao de fractalidade em séries temporais nao estacionarias constituidas, principal-

mente, de dados experimentais [16].
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Neste cendrio a técnica DFA denominada Detrended Fluctuation Analysis (DFA), pro-
posta por Peng e colaboradores [15] bem como sua generalizagago MF-DFA (Multifractal
Detrended Fluctuation Analysis) sao metodologias utilizadas em diferentes problemas rela-
cionadas a séries temporais, tais como: dinamica molecular [17], sequéncias de DNA [18],
proteinas [19], meteorologia [20], sismologia [21], entre outros, tem se mostrado como uma
importante ferramenta no estudo de correlagoes de curto e longo alcance em séries temporais

nao estacionarias.

Nosso objetivo consiste em estudar os regimes de longas e curtas escalas de tempo para
séries temporais produzidas a partir da dinamica de Langevin para um potencial quartico,
nossa expectativa é a de que sob um determinado nivel de ruido térmico tal processo apresente
caracteristicas comuns a sistemas proximos a criticalidade servindo portanto como modelo

simplificado para a investigacao de propriedades estruturais poliméricas.

Esta Dissertacao encontra-se organizada da seguinte forma no Capitulo 2 introduzimos
os fundamentos da teoria de processos estocdasticos necessarios para a discussao da dinamica
de interesse, mais precisamente discutimos as escalas de tempo obtidas a partir da equacgao
de Langvein e a solucao estacionaria da equacao de Fokker-Planck associada. No Capitulo
3 definimos a Dinamica de Langevin propriamente dita, obtemos uma estimativa para a
escala de temperatura necessaria para a transicao de um estado de minima energia potencial
para outro e apresentamos os resultados da simulacao computacional implementada. No
Capitulo 4 aplicamos o método do DFA as séries temporais obtidas e discutimos os regimes
de correlacao oriundos das flutuacoes. Por fim no Capitulo 5 apresentamos as conclusoes e

perspectivas de nossas investigagoes.



Capitulo 2

Elementos de Processos Estocasticos

Em 1905, seu ano miraculoso, Albert Einstein além da teoria da realtividade, da
hipdtese do quantum de luz e de sua tese do doutorado, apresentopu em seu artigo , uma
das primeiras abordagem para o movimento de particulas suspensa em fluidos, que poste-
riormente foi utilizada para a explicagdo do movimento browniano [22, 23|. Este trabalho
revelou-se de grande impacto, pois constituia uma deducao probabilistica para a evolugao
temporal da densidade de particulas (Numero de particulas por unidade de comprimento)
n(x,t), descritas pela equacao da difusao,

on _ p&n

o~ Do (21)

e através da sua solucao provou que 7(x,t), tem um comportamento gaussiano difusivo, com

densidade de probabilidade

nie.t) ! exp (—QI—Q) (2.2)

N VAT Dt 4Dt
Comparando esse resultado com a distribuicao de probabilidade gaussiana, observa-se que
as grandezas fisicamente relevantes no movimento browniano estao diretamente relacionadas
com os primeiros e os segundos momentos da distribuicao, que podem ser determinados pela

relacao

(x™) = /00 2" P(x,t)dx. (2.3)
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Portanto, utilizando a expressao 2.2 obtemos o primeiro e o segundo momento dados por:

() =0 (2.4)

(x*) = 2Dt, (2.5)

onde o deslocamento quadratico médio das particulas em suspensao, (2.5), na teoria do mo-
vimento browniano é conhecida como relagao de Einstein. A funcao D conhecida como coefi-
ciente de difusao, é um parametro dependente da temperatura e da geometria das particulas
associada a sua mobilidade. Considerando p como coeficiente de viscosidade, a o raio de

particulas esféricas e se utilizando da lei de Stokes, podemos escrever D na forma

p= ol (2.6)
6T pa

E importante ressaltar que através do tratamento do movimento browniano sugerido
por Einstein percebemos que as particulas apresentam um comportamento difusivo, (x?) ~ t,
como descrito pela Equagao (2.5). Ainda por meio dessa abordagem Einstein conseguiu
estimar o nimero de Avogrado, o raio da particula e a flutuacao quadratica média da posicao
das moléculas do fluido. Estas observagoes junto com a concordancia com os resultados

experimentais de Jean Perrin contribuiram significativamente para aceitacao geral da teoria

atomico-molecular [23].

2.1 Equacao de Langevin

Em 1908 Paul Langevin apresentou um novo modelo para o movimento browniano. Em
sua abordagem a dinamica da particula estd associada a uma equacao diferencial estocastica
na auséncia de um campo conservativo. Em sua versao unidimensional, esta equacao pode
ser construida a partir da segunda lei de Newton com uma forca de carater aleatéria atuando

sobre uma particula de massa m e uma forca dissipativa proporcional a sua velocidade. Desta
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forma, a segunda lei de Newton pode ser escrita na forma

d
md—: = —av + Fu(t), (2.7)

onde —aw é a forga dissipativa que varia lentamente devido a friccao entre as particulas, « a

viscosidade, v a velocidade da particula e F,(t) a for¢a estocastica relacionada aos choques

entre a particula de massa m e as particulas do fluido que possui duas propriedades:

(i)

Valor médio da forca

A média amostral da forca devido as colisdes com as moléculas do meio deve ser nula,
visto que, a probabilidade de passos para direita ¢ igual a probabilidade de passos para

esquerda.

Correlacao temporal

Para descrever a segunda propriedade, consideremos uma particula imersa no liquido.
Esta particula é submetida a incessantes choques, adquirindo um impulso que va-
ria aleatoriamente em modulo e diregao caracteristicos de um movimento browniano.
Para uma escala de tempo de observacao muito maior do que o tempo médio entre
duas colisoes consecutivas, as observacoes da particula nos instatnes ¢ e ¢ podem ser
consideradas independentes, ou seja, descorrelacionadas. Portanto, para colisoes em

tempos distintos t e ¢/, podemos escrever a funcao de correlacao na forma

(Fa(t)Fu(t')) = Bo(t —t) (2.9)

onde B é uma constante indicando a independéncia das colisoes.

Desta forma a (2.7) junto com as propriedades (2.8) e (2.9) constitui a denominada

equagao de Langevin. Dividindo a Equacao 2.7 por «a, pode-se definir uma escala de tempo

dependente da viscosidade definida por v~ = 2. Sendo assim, a equagao de Langevin pode
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ser escrita na forma

dv

T =+ ), (2.10)

F t 7 s 7 7z . . e . .
onde ('(t) = % é a varidvel aleatéria denominada ruido branco! que varia rapidamente
em relacao ao tempo de observacao, sendo responsavel pelo cardter estocastico da Equacao

(2.10).

Produzindo de forma andloga as Equagoes (2.8) e (2.9), {’(t) possui as seguintes propriedades:
(') =0 (2.11)

(B¢ ) =Tt =), (2.12)

7 . ~ 2
onde I" = 5 ¢ uma costante com dimensao [I] = 4.

2.2 Solucao analitica da Equacao de Langevin

Para determinar a solu¢do da Equagao (2.10), utilizando o método dos coeficientes
a determinar com multiplo de uma funcao exponencial podemos escrever a velocidade na
forma v(t) = u(t)e " e substituir na Equagao (2.10) [24],
d

Eue”t = —que "+ '(t) (2.13)

cuja solucao
t
u = up + / () at (2.14)
0
Portanto a solucao geral da equacao de Langevin considerando vy a velocidade da particula

no instante t = 0, é dada por

¢
v =vpe " + e‘”t/ et (tdt. (2.15)
0

'Uma varidvel aleatéria é denominada ruido branco quando a transformada de Fourier da funcao

de correlacao independe da frequéncia, ou seja, a probabilidade é a mesma para todas as frequéncia,

J e (0)¢ (1)dt =T,
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Analiticamente a Equacao (2.15) nado tem solugao, visto que, ¢’(t) é uma varidvel
estocastica. Entretanto, utilizando as propriedades do ruido, é possivel determinar a média

e a variancia da velocidade.
A media é dada por
t
(v) = (vge ") + (e‘”t/ U (t)dt'). (2.16)
0
usando a propriedade (2.11), o segundo termo do lado direito da Equagao (2.16) se anula,

logo a média da velocidade é escrita na forma
(v(t)) = voe . (2.17)
Podemos obter a variancia a partir da subtracao da velocidade por sua média,

v—(v) =e " /Ot OV (t)at

(v— _QW/ / () (¢ dt dt”. (2.18)
Calculando a média novamente
t t!
(0= (v))?) = (e / / eI (") dt dt”) (2.19)

e utilizando a propriedade (2.12), obtemos a variancia da velocidade,
t
(v*) — e 2 / / WIS — ") de' dt” = e~ 2T / 2 qt!
0

— (1 — e ). (2.20)

Analisando a Equagao (2.20) para um tempo muito longo (¢ — oo0) no regime estaciondrio

((v) = 0), obtemos a velocidade quadratica média,

(v?*) = > (2.21)

A necessidade de calcular a velocidade quadrética média (2.21), se deve ao fato de

poder comparar com o teorema da equiparticao,

—m(v?) = %k:BT. (2.22)
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Sendo assim, pode-se encontrar os valores das constantes IV e B, e consequentemente o valor
da velocidade quadratica média de uma particula em um meio de viscosidade o em termos

da temperatura 7', assim obtemos

2k T
= 28 (2.23)
m
B = 2aksT (2.24)

2.3 Deslocamento quadratico médio

De forma anéloga ao calculo da velocidade quadratica média, podemos obter o des-
locamento quadratico médio e consequentemente obter a constante de difusao D, Equacgao
(2.5). Seguindo uma abordagem mais simples [2, 3], Langevin obteve o mesmo resultado,
inclusive a equagao de difusao obtida anteriormente por Einstein [25] através da utilizacao
da Equacao (2.7). Desta forma, multiplicando a equagao de Langevin (2.7) por z, podemos

escreve-la na forma

d (dz dx
(=) = —axr—= F(t 2.2
B (dt) argy +okalt), (225)
utilizando as relacoes
dz _ 1do? (2.26)
Yat T2t '
d (dz d (1dx? 9
—(Z=Z)y==2 (22 ) - 2.2
xdt(dt) dt <2 dt) v (2.27)
obtemos
m d?x? ) o da?
- — = F.(1). 2.2
> ™ T gt (2.28)

Calculando a média da equacao acima o tultimo termo se anula (xF,(t)) = 0, além disso,

podemos relacionar a expressiao com o teorema de equiparticao de energia mov? = NﬁT .
a
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Portanto considerando a viscosidade o« = 6mpua, onde pu é o coeficiente de viscosidade e a o

raio da particula, a solucao pode ser escrita na forma

—(2?) = +ce (2.29)

6mua
“m

onde v =

Considerando o estado estaciondrio da Equagao (2.29), observa-se que no regime ¢t > 1/,

(22) — (22) = ( il ) ' (2.30)

3Tpa

obtemos:

Nota-se que a constante da Equagao (2.30) corresponde a constante de difusao a menos de

um fator 1. Portanto, podemos reescrever a Equacdo (2.30) na forma

(x*) — (23) = 2Dt (2.31)
onde
p = fel (2.32)
6 pa

A expressao (2.32) define o coeficiente de difusdo ou relagao de Sutherland-Einstein que
representa o transporte da particula devido a agitacao das moléculas. E importante observar
que a Equagao (2.31) obtida por Langevin, é equivalente aquela descrita por Albert Einstein
em 1905 expressa na Equacao (2.5) [25, 26].

Desta forma, a dinamica da particula no regime ¢ > 1/, é descrita pela relagdo Az ~
t1/2, caracterizando um processo difusivo. A Equacéo (2.29) nao fornece o comportamento

da dinamica para o regime t < 1/, para esta situacao podemos preceder da seguinte forma

t
T =z + / v(t")dt'. (2.33)
0

Utilizando a expressao da velocidade da Equagao (2.15), obtemos

i S
T =u1x0+ %(1 —e ) + / e‘“ck/ e C(tdt! (2.34)
0 0
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onde, definindo (s) = (x — x¢), as solugoes para (s) e (s?) discutidas na referéncia [27]

corresponde a

(s) = (x — @) = %(1 — e (2.35)
't o} I
(s*) = o) + %(1 —e )% + 2—73(—3 + e — 72, (2.36)
No regime t < 1/, temos
(s) = vot (2.37)
o _ 205, Aty 2,2
(s%) = v (vt—14e ) =gt (2.38)

Calculando a média novamente em relagao a vy, obtemos a média (s) = 0 e desvio quadrético

médio (As)?

2kgT

2 _ /2 2 _ 2B -

(As)* = (s%) — (s)* = 2 (vt—14+¢e) (2.39)
onde pela expressdo (2.22), (v7) = *2L

A Equacao (2.39) representa ambos os limites do tempo caracteristico descrevendo a
diferenca entre dinamica balistica e difusora. Desta forma, para escala de tempo t > 1/~
a equacao descreve o comportamento difusivo obtido anteriormente e no regime t < 1/~
reescrevendo a Equagao (2.39) na forma

knT

(As)? = : (2.40)

obtemos (As?) ~ t2, representando dinamica balistica.
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2.4 Posicao da particula no movimento aleatdrio

Considere uma particula num meio viscoso em movimento browniano na presenca de

um campo de forga conservativo, F(z) = %. Nesta condi¢ao a equacao de movimento é
dada por

d*x dx

— = F(x) —a— + F,(t). (2.41)

dt

Considerando o regime sobreamortecido ¢ > 1/7 e definindo f(z) = £ e ¢(¢) = 2l o

[0}

Equacao (2.41) assume a forma

dz
= = T@) + (), (242)

onde o ruido ((¢) tem as mesmas propriedades discutidas anteriormente, portanto,

(C(t)) =0, (2.43)

(C(O)C(t)) = Ta(t - ). (2.44)

Por fim, para determinar a forma discretizada da equacao da posicao, que sera im-
plementada computacionalmente, consideramos intervalos de tempo iguais a 7 de modo que
este seja pequeno em comparagao ao tempo t de observagao, porém suficientemente longo
entre os movimentos executados pelas particulas de maneira a obedecer a Equagao (2.44),

ou seja, que os movimentos possam ser considerados eventos independentes.

Portanto, escrevendo a Equacao (2.42) na forma discretizada, temos

x(t+ 1) — x(t)

— (@) +C(8). (2.45)

Escrevendo o tempo discretizado na forma ¢ = n1, a Equagao (2.45) adquire a forma

x(nt + 1) = z(nt) + f(x)T + 7((nT)
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Tpi1 = Ty + 7 fn + 7¢(2). (2.46)

Analisando as Equacdo (2.44) através de andlise dimensional, a Equacdo (2.46) pode ser

escrita na forma

Tpi1 = Tp +7fn + VTLE, (2.47)

onde f, = f(z,) e &, possui as propriedades

(€,) =0 (2.48)

(€n&n) = Onr- (2.49)

A Equagao (2.47) é chamada equacdo de Langevin discretizada da posigao e pode ser enten-
dida como uma equagao de recorréncia [24].
O dltimo termo da expressao (2.47) pode ser obtido do ponto de vista formal por meio

da andlise de Winer, W (t). Para isso, consideremos novamente a Equagao (2.42) na forma

dx = f(z)dt + ((t)dt (2.50)

/Otdx:/Otf(m)dt’+/0tg‘(t’)dt’ (2.51)

O tltimo termo da Equagao (2.51) denominado varidvel estocéstica de Winer, W (t) é

definida por:

W) = /0 e (2.52)

Onde ((t) possui as propriedades vistas nas equagoes (2.43) (2.44) e W (t) tem as seguintes

propriedades

(W(t)) =0 (2.53)
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(W)W (t')) = D.min(t, ') (2.54)

Além dessas propriedades W (t) é Markoviano pois o tempo de correlagdo é zero e pelo

teorema central de limite observa-se que também é gaussiano.

Para obter uma expressao andloga a Equacao (2.47) integramos a Equagao (2.50) de

t a t + At e depois consideramos o limite At — dt,

t+At t+At t+At
/ dr = / f(x)dt' + / ¢dt’
t t t

2t + At) —x(t) = f@)At+W(t+ At — W(H). (2.55)

Calculando a variancia do tltimo termo da Equacao (2.55), AW = W(t + At) — W(t) ,

temos

oaw = V(AW?2) — (AW)2 = /(W2(t + At)) — 2(W (t + AW (1)) + (W2(t)).  (2.56)

Utilizando a propriedade (2.54), a Equagao (2.56) pode ser escrita na forma

oaw = VI(t+ At) —2I't + Tt = VT At (2.57)

Portanto, substituindo a Equacao (2.57) na Equacao (2.55), obtemos novamente a equagao
de recorréncia dada pela expressao (2.47). Do ponto de vista computacional este serd o

processo interativo utilizado no Capitulo 3 por uma for¢a f(z) especifica.

2.5 Equacao de Fokker-Planck

A equagao de Langevin na forma discretizada, Equagao (2.47), nos fornece a posi¢ao
da particula em cada instante de tempo n7. Com os valores da posicao para um certo ruido

térmico, podemos produzir uma série temporal e a partir desta construir um histograma
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da distribui¢ao de probabilidade, portanto, indiretamente a equagao de Langevin fornece a
distribuicao de probabilidade associada a cada série gerada. Uma abordagem formal para
obtengao da evolucao temporal da distribuicao de probabilidade, esta alternativa esté repre-

senta pela Equagao (2.58) denominada equagao de Fokker-Planck,

0 9, r o2
aP(as,t) = —%[f(a:)P(x, t)] + E@P(aﬁ,t). (2.58)

A Equagao (2.58) determina a dindmica para a evolugao temporal da distribui¢ao de proba-
bilidade e é obtida a partir da equacao de Langevin, como serda discutida a seguir. E interes-
sante observar que para uma série continua P(z,t) representa a densidade de probabilidade
de encontrar a particula no ponto x, no tempo t, esta dinamica é portanto semelhante a
interpretagao da funcao de onda na fisica quantica para a equacgao de Schrodinger [14]
2 92

@'haa—\f = —:—mg% + V(z)W, (2.59)
com |¥(z,t)|* sendo a densidade de probabilidade de encontrar a particula no ponto z, no
tempo t. De fato, comparando as equagoes (2.58) e (2.59) nota-se que elas sao andlogas, sob

as transformacoes:

ot ot
r o2 ﬁ_2 0?

—[f(x)] — V(x). (2.60)

A determinacao da distribuicdo de probabilidade associada a Equacao de Langevin

(2.42) pode ser obtida a partir da sua funcao caracteristica, dada por

o0

k) = () = [ e (@) (261)

—0o0
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Na segao (2.4) vimos que a posigao da particula pode ser escrita na forma
Tpi1 = Ty + Tfn + 7¢(2). (2.62)

De onde decorre que a fungao caracteristica num tempo posterior (n 4+ 1)7 corresponde a,

(k) = (¢72r1) = (el

considerando que x,, e (, sao independentes,

G (l{?) _ <€ikmn eik’rf(acn)> <6ikTC(t)> )

Expandindo g¢,,,; em primeira ordem em 7, com (') =0 e (¢"?) = E, temos

() = gu(k) + k(e () — SR ()]

Reescrevendo a média

(@)E) = (@) o) = [ Pao) () e

dx o x

podemos escrever a Equagao (2.65) na forma

Ini1(k) — gn(k) _ /_OO ezkxi[f(x)Pn(x)]dx + E /OO €ikxd_ n(z)dz.

T dx?

o0 —0o0

Considerando

i1 (k) = gn(K)

d
—g(k

e usando a defini¢ao de g, (k) dada pela expressao (2.61), temos

[ el pae == [ e 2 iwp ol + 3 [ et P s

~ ot e ox A Ox?
logo,
0 0 r o2
5l wt) = —a—x[f(ﬂf)P(%t)] + 5@]3(1’,75)-

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)
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A Equagao (2.70) é a equagao de evolugao temporal da distribui¢ao de probabilidade P(z, ),

denominada equacao de Fokker-Planck.

2.5.1 Solucao Estacionaria

No estado estaciondrio, a probabilidade P(x,t) nao deve ser fungao explicita do tempo,
logo

opP
5 =0 (2.71)

A determinagao da distribuicao de probabilidade de uma variavel estocastica x para solucao
estaciondria da equagao de Fokker-Planck, é obtida escrevendo inicialmente a Equagao (2.70)
numa forma de equacao de continuidade para a conservagao de probabilidade. Para isto,

definimos a corrente de probabilidade por

J(z,t) = f(x)P(z,t) — g%P(x,t). (2.72)

onde a Equagao (2.70) adquire a forma

9 9
o P t) = == J(x,1). (2.73)

Integrando a expressao (2.73), entre intervalos quaisquer « e [ temos:

d B

il Pz, t)dz = J(o, t) — J(B,1). (2.74)

Em particular, se « e § coincidirem com as fronteiras de dominio da integracao dea <z < b

e utilizando a propriedade de normalizagao da densidade de probabilidade

/ Pl tydr = 1 (2.75)

obtemos a condicao de contorno dada por

J(a,t) = J(b,1). (2.76)
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No caso em que a corrente de probabilidade se anula nas extremidades para qualquer instante,

sua condicao de contorno é chamada de refletora,

J(a,t) = J(b,t) = 0. (2.77)

No regime estaciondrio, como visto na Equagao (2.71), a densidade de probabilidade nao

depende do tempo, assim a Equacao (2.73) é escrita na forma

o0J
— =0. 2.78
e (2.78)
Potanto a corrente de probabilidade nao depende de x assumindo o mesmo valor V x € [a, b].
Como J(a,t) = J(b,t) =0, entao J(z,t) = 0 para todos os pontos no intervalo.

_av
dx’

Desta forma, considerando que a forca seja conservativa, f(x) = pela Equacao (2.72)

obtemos a distribuigdo de probabilidade estacionéria P.q(z) dada por

—2V(x)

P.g(z) = Ae™ T (2.79)

onde A é uma constante de normalizacao.

Através da Equacao (2.79), podemos obter uma expressao para a constante I', para

isso, consideremos a distribuicao de equilibrio da mecanica estatistica, dada por

Pest(x) = Ee_mv (280)

onde kg é a constante de Boltzmann, T é a temperatura e Z representa em analogia ao

formalismo canonico da mecanica estatistica, a fungao de particao, ou seja:

* U@
Z :/ e KsTdx. (2.81)
Como na Equagao (2.62) temos f, = Ff), onde F'(x) consideramos conservativa, podemos

definir U(z) = oV (z), como sendo a energia potencial associada a F'(x). Portanto, a partir
da comparagao entre as equagdes (2.79) e (2.80) obtemos uma expressao para a constante I'
introduzida na Equacao (2.44) com fungao da temperatura

2kpT

r=="" (2.82)




Capitulo 3

Dinamica de Langevin num Potencial

Quartico

Diversos sistemas fisicos descritos por modelos fenomenolégicos podem ser analisa-
dos através da dinamica estocastica associada a um potencial biestavel, como por exemplo,
sélidos controlados por pontes de hidrogénio [5], fissdo ou fusdo nuclear, processo de isome-
rizagao [12], transigoes de fase ferroelétricas [28]. Em comum, todos esses sistemas exibem
transicoes de fase associados a um parametro de controle. A natureza da transicao esta inti-
mamente relacionada a forma especifica do potencial, duas referéncias cldssicas nesse sentido
correspondem aos modelos exatamente soliveis apresentados por van Kampen [7] e Brand e
Schenzle [8]. O primeiro caso corresponde a um potencial constante por partes que descreve
uma transicao de segunda ordem equanto que no segundo temos um potencial harmonico

por partes com transicao de primeira ordem.

3.1 Potencial quartico

Neste capitulo, utilizamos um potencial quartico, biestdavel, simétrico e infinitamente
diferenciavel. A motivagao de utilizar esta forma funcional estd relacionada a uma possivel

analogia com as configuragoes estruturais associadas a proteinas globulares [29]. De maneira
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geral, pode-se dizer que a proteina é formada por ligagoes entre aminoacidos que se arran-
jam em grupos peptidicos planares resultando numa cadeia linear com alta flexibilidade, as
possiveis rotacoes entre os planos formados pelas ligacoes peptidicas sao descritas por um
par de angulos (¢,%) denominados angulos diedras . Portanto, um estado de configuracao
proteica pode ser obtido por meio de uma certa distribuicao de valores de (¢) e (¢), podemos
supor que cada minimo de pontencial estd associado um estado de configuragao com angulos
especificos (¢) e (1) de modo a poder estudar as transi¢oes conformacionais entre esses dois

estados.

Cosideremos um potencial quartico descrito pela expressao

U(z) = (%)2 (%4 - “?2) , (3.1)

onde A, é uma constante multiplicativa com dimensao de comprimento.

Para todos os céalculos a seguir consideraremos o caso em que A = 1, assim as raizes
da equacao do potencial quértico sio z = £v/2 e z = 0. Além disso, os valores da varidvel =
para os quais o potencial tem intensidade minima Uy(z) = —1 corresponde a z = £1, como

pode ser observado no grafico apresentado na Figura (3.1).

A forga conservativa derivada do potencial quértico descrito pela equagao (3.1), pode

ser calculada através da relagdo F' = —VU, assim F(z) corresponde a expressao

Flz) = — (%)2 (2% — \2%) (3.2)

onde, extremizando a forga F'(x) em relacdo a x, encontramos os pontos em que a forga tem

seu valor maximo, em médulo Fy na regido |z| < v/2, obtemos

8
Fr=—. (3.3)

A forca F'(z) descrita pela equagao (3.2) e sua amplitude méxima Fj, estdo represen-
tadas na Figura (3.2), cujas raizes correspoderam a z = 1, x = 0 e os valores da varidvel

x que descreve a amplitude maxima Fj sao x = j:\/g )

Na secao (2.5.1) vimos que a densidade de probabilidade estacionaria P,y (x,T') asso-
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0
X
Figura 3.1: Gréfico do potencial quartico associado a equacio (3.1) com raizes em z = 41/2

e x =0, para A = 1. Os valores da variavel x onde o potencial tem sua intensidade minima

sao x = +£1, obtendo o valor do potencial minimo em Upy(x) = —1.

1,54

-1,54

0
X

Figura 3.2: Representacao da forca F'(x) descrita pela equagao (3.2) com A = 1. Quando
a variavel x apresenta valores x = i\/g a forca F'(z) apresenta sua amplitude méxima em

modulo, representada por Fj.

ciada ao um dado potencial U(x) pode ser escrita na forma

—2U(x)

P.g(z,T)=Ae T . (3.4)
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O grafico que representa a densidade de probabilidade estacionaria normalizada em fungao
da temperatura, P.y(x,T), do potencial quéartico U(z), estd descrito na Figura (3.3), com
quatro valores diferentes de temperaturas, a saber 7' = 0,05 (curva preta) , 7' = 0,20 (curva
vermelha), T' = 0,25 (curva verde) e T' = 0,50 (curva azul). Observa-se que a medida que
a temperatura aumenta a distribuicao continua centrada em z = 1 e x = —1, entretanto a
frequéncia de vezes nestas posicoes diminui, além disso, na temperatura 7" = 0, 50 estados
proximos a posicao x = 0 passam a ser populados. Mais adiante, quando obtermos as séries
temporais da dinamica de Langevin, voltaremos a discutir com mais detalhes os significados

fisicos associados as distribuicoes de probabilidade.

4
— T-005
— T=020
35 T=0251
— T=050
3 L —
251 |
=
X 2 n
o
1,5 /\ _
1 N\ N
0,5 ] —
0 : :
-2 0,5 0 0,5 1 1,5 2

Figura 3.3: Grafico da distribuicao de probabilidade estacionédria associada ao potencial
quértico apresentado na equagao (3.1) para A = 1, para valores diferentes de temperaturas,
a saber T' = 0,05 (curva preta) , T = 0,20 (curva vermelha), 7" = 0,25 (curva verde) e
T = 0,50 (curva azul).

3.2 Estimativa da temperatura de transicao

Como exposto na segao (2.4)-Equacao (2.42), a forga efetiva no limite sobreamortecido
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¢ dada por @, considerando A = 1 e o = 1, e utilizando a equagao (3.2), obtemos

_dx

= = e — 4a(2? — 1) (3.5)

v(x)
onde v s é a velocidade efetiva que substitui o termo associado ao ruido térmico da equagao
de Langevin (2.47).

Neste caso se a particula parte da posicao x = 1, anteriormente de equilibrio, ela passa
a se deslocar no sentido negativo até atingir uma nova posigao de equilibrio .4, solugao da

equacao polinomial cibica:

ar® +bz® +cr +d = 0. (3.6)

ondea=1,0=0,c=—led= =L

Na Figura (3.4) apresentamos o comportamento tipico da velocidade v(z), para dife-
rentes valores da velocidade efetiva vz, as raizes se deslocam de modo que podemos ter uma
(linha continua verde), duas (linha continua vermelha) ou nenhuma solugao (linha continua

azul) real positiva, dependendo da condi¢ao para os discriminantes da equagao:

A — AN}
A, =0 —=3ac, Ay =2b"—9abc+27a’d e A= % (3.7)
—zla
Para o caso em que:
Aoa H S (3.8)
=4 - ——= = Vet = Ve = —F—, .
16 ! V2T

teremos uma unica solugao positiva o que marca a transicao para uma nova posicao de
equilibrio localizada na regiao x < —1. Desta forma o valor critico de velocidade efetiva v,
estabelece uma escala de velocidade acima da qual a particula pode classicamente transitar
entre os dois pogos.

Partindo desta idéia podemos estimar a temperatura de transicao na presenca do ruido

térmico, associando a velocidade quadratica média da particula

Urms = V/ (v?) = (v)? (3.9)
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Figura 3.4: Comportamento da velocidade v(x) para diferentes valores da velocidade efetiva
exemplificando o nimero de raizes da equacao (3.6); v.y = 0 raiz positiva z, = 1 (linha
continua preta); v,y = 0.5, duas raizes positivas (linha continua vermelha); v,y = v., uma

rafz positiva (linha continua verde) e v,y = 2.0, nenhuma raiz positiva (curva azul).

a velocidade caracteristica v..

Contudo nao podemos utilizar a densidade de probabilidade estacionaria P.g(x,T)
associada ao potencial U(z) uma vez que este considera o movimento nao confinado ao lado
direito. De modo a contornar este vinculo podemos expandir U(z) em séries de poténcia em

torno da posicao x, = 1 obtendo:

U(r) ~ —1+4(x —1)? (3.10)

A Figura (3.5), representa o grafico do potencial quértico, Equacao (3.1), e da sua
expansao (3.10). Nota-se que em torno da posi¢do x = 1 o comportamento da particula
¢ aproximadamente idéntica para os dois potenciais e a medida que nos afastamos desta

posicao o potencial U(x) cresce rapidamente antes de atingir a posi¢ao x = 0.

Utilizando a equagao (2.79) podemos obter a distribui¢ao estaciondria normalizada
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1,5

-0,5

Figura 3.5: Comparagao entre o potencial quartico expresso pela Equagao (3.1)(linha preta
continua) e de sua expansao dada pela Equagao (3.10) (linha vermelha tracejada) em torno

da posicao x = 1.

associada ao potencial U (z):

P(z,T) = ,/%e%e‘ﬂ%m, (3.11)

cujo comportamento para diferentes valores de temperatura pode ser observado na Figura
(3.6). Notadamente com o aumento da temperatura o alargamento da distribuicao leva a

uma maior probabilidade de que a particula possa ser encontrada em x < 0.

De posse da distribuicao de probabilidade podemos obter expressoes para os momentos

da velocidade:

(") = / )P, T, (3.12)

em particular estamos interessados na quantidade:

s = {[-4a® = 2)2) — [(~4(a® — )

rms
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Figura 3.6: Densidade de probabilidade P(z,T) para diferentes valores de temperatura
T = 0.10 (linha preta), 7= 0.20 (linha vermelha) e 7' = 0.40 (linha verde).

Vs = 16(2°) — 32(2*) + 16(2%) — 16[((«* — 2))]”

rms

Vems = 16{(2°) — 2(2") + (2%) — ((2") — (2))"}. (3.13)

Podemos obter os momentos (z") da Equagao (3.13) a partir da expressao

(") = /_OO " P(x,t)dx. (3.14)

Desde modo, utilizando a distribui¢ao de probabilidade P(z,t) apresenta na Equagao (3.11),

a solugao da Equagao (3.13) pode ser escrita na forma

15 (T\® 15 (T\> 3/(T
2 16 (2) 2 () +2(5 ) 1
Frms 6{512(2) +32<2> +2<2>} (3.15)

2 _ .2 _ 64 = ”» 5
Para o caso v;,, = v = 3, a solugdo positiva da Equacao (3.15) fornece a temperatura

critica:
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T, ~0.191751 (3.16)

Uma vez que o potencial U(x) considerado anteriormente cresce mais rapidamente
que o potencial real U(z) na regiao 0 < = < 1, o valor obtido para a temperatura critica

corresponde a uma sobre-estimativa.

3.3 Resultados computacionais da dinamica de Lange-
vin

De modo a implementar a dinamica de Langevin associado ao potencial quartico U(x)
discutido anteriormente, foi desenvolvido um cédigo computacional em linguagem Fortran 95,
onde a dinamica da particula corresponde aquela descrita pela equagao estocéstica (2.47).
No cédigo computacional, a escala de tempo associada ao passo de integragao numérica
corresponde a 7 = At = 278, de modo que, teremos uma unidade de tempo apds a particula
ter caminhado 28 passos. Nessas condicoes, produzimos séries temporais com tamanhos entre
220 < N < 2% com crescimeto geométrico de fator 2 e valores de temperatura 7' no intervalo
0,07 < T < 0,38 com incrementos AT = 0,01. Em todos os resultados a condigao inicial
corresponde a zy = 1 (particula localizada no pogo do lado direito) e os valores médios das

grandezas foram obtidos para um ntimero Nypmostras = 10°.

Como exemplo, apresentamos na Figura (3.7) comportamentos tipicos de séries tem-
porais com numero total de passos N = 224 para diferentes valores de temperatura 7', bem

como as respectivas distribui¢oes de probabilidade P(z,T') associadas a posi¢ao da particula.

Para T' = 0,05 a dinamica da particula se d4 em torno da posicao de equilibrio estavel
localizado em = = 1, ou seja, encontra-se confinada de modo que sua distribuicao de pro-
babilidade é monomodal centrada em x = 1. Com o aumento do ruido térmico 7" = 0, 20,
a particula tem energia suficiente para transitar de um pocgo para outro, tendo assim, dois
patamares na série em x = 1 e x = —1 . Além disso, observa-se que a distribuicao de

probabilidade passa a ser bimodal com dois picos centrados em x = 1 e x = —1 repre-
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sentando os dois patamares. Na temperatura T = 0,20 também é possivel analisar uma
uniformidade no tempo médio que a particula permanece em cada um dos pogos indicando

um comportamento de persisténcia na série.

A medida que a temperatura aumenta o numero de patamares da série cresce, ou
seja, a largura dos patamares diminui o que se reflete numa diminui¢cao na amplitude da
distribuicao, como pode ser observado em 7" = 0,25. Para um regime de temperaturas
da ordem de T'" = 0,50, observamos que a regiao x = 0 passa a ser populada, ou seja, a
particula nao s6 transita de um poco para o outro como também passa a ocupar posicoes
em torno de x = 0. Para o regime de altas temperaturas 7' > 0,50, esperamos que a
dinamica experimentada pela particula nao seja sensivel a presenca dos minimos localizados

em xr = %1, ou seja, a particula se comporta como se estivesse em um tinico poco de potencial.

De posse das distribuigoes de probabilidade apresentadas na Figura (3.7), pode-
mos compara-las com as expressoes analiticas das distribuicoes do estado estacionario as-
sociadas aos potenciais U(z) e U(z) e analisar as similaridades entre estas como funcio
da temperatura. Sendo assim, apresentamos na Figura (3.8) a distribui¢do de probabi-
lidade obtida através da dinamica de Langevin (grafico preto), do potencial U(z) (linha
verde) e da aproximacao harmonica U (z)(linha azul) para diferentes valores de temperatura
T =0,05, 0,20, 0,25, e, 0,50.

Em temperaturas baixas, a distribuicao descrita pela dinamica de Langevin, ¢é se-
melhante Aquela associada ao potencial U(z) como pode ser observado na Figura (3.8a).
Quando T' = 0, 20, na Figura (3.8b) observa-se que a distribui¢do de Langevin é semelhante
a distribuigdo do potencial quartico U(x). Com o incremento da temperatura aumenta a
discordancia entre a distribuicdo de Langevin e as distribuicoes associadas ao potencial U ()

como pode ser observado nas Figuras (3.8¢c) e (3.8d).

Para fornecer uma melhor andlise da dinamica, apresentamos na Figura (3.9) o
grafico do tempo médio de permanéncia (7,) num patamar para todos os tamanhos de
série 220 < N < 2% e temperatura 0,07 < T < 0,38 . Observa-se nas regioes de bai-
xas temperaturas, que o tamanho do patamar tem valores da ordem do tamanho da série,
indicando permanéncia da particula em torno da posicao z = 1. Com o aumento da tempe-

ratura, observa-se no grafico que o tempo de permanéncia em cada regiao diminui, ou seja,
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Figura 3.7: Séries temporais tipicas em (A) com tamanho N = 22* e distribuicao de pro-
babilidade em (B), associadas a posigao da particula descrita pela equacao (2.47) confinada

inicialmente na posigao o = 1 do pogo de potencial U(x) dado pela equagao (3.1).

o numero de patamares cresce, esse padrao corresponde as séries analisadas na Figura (3.7)
para T = 0,20 e 0,25. E importante ressaltar, entretanto que a variabilidade dos tamanhos
dos patamares nao apresenta um comportamento monotonico com a temperatura. Estas

caracteristicas indicam a existéncia de uma possivel transicao de fase.

Semelhante ao tempo de permanéncia, podemos definir o tempo de primeira passagem
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Figura 3.8: Comparagao entre as distribuigoes de Langevin (grafico preto) produzida pelo
cédigo computacional e as distribuicoes associadas aos potenciais U(x) (linha verde) e U(x)

(linha azul) para T'= 0,05, 0,20, 0,25, e, 0, 50.

Tfp Necessario para que a particula transite pela primeira vez para a regiao x < 0 . Este
tipo de analise tem intimeras aplicagoes em matematica, fisica, biologia e financas, como por
exemplo, o tempo necessario para iniciar uma reacao quimica, o momento propicio de compra
ou venda de agbes, entre outros [30]. Na figura (3.10) apresentamos o comportamento de
Tfp como funcao da temperatura para diversos tempos de observagao. Observa-se que nos
regimes de baixas temperaturas 7y, ~ IV, indicando uma permanéncia da particula em um

tinico poco. Analisando o tamanho N = 22°, nota-se um sutil decrescimento do tempo de
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Figura 3.9: Grafico do tempo médio de permanéncia 7,, associado aos patamares apresenta-

dos na Figura (3.7) para 22 < N < 2% ¢ 0,07 < T <0, 38.

primeira passagem a partir de "= 0, 14 (linha tracejada). O valor 7" = 0, 14 apresenta uma

estimativa qualitativa da temperatura critica.
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Figura 3.10: Tempo de primeira passagem 7y, em funcao da temperatura e do tamanho da

série. Em N = 225 observa-se uma diminuicao sutil para valor de temperatura na regiao de

T = 0,14 (linha tracejada).

Como observado anteriormente o processo estocastico descrito pela equacao de Lan-
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gevin fornece as séries temporais associadas a posicao da particula. Para compreender esta
dindmica apresentamos na Figura (3.11) o comportamento da posigao média (x) em fungao
da temperatura. Como discutido nos graficos das séries temporais na Figura (3.7), a particula
inicialmente se encontra na posicao x = 1, a medida que a temperatura aumenta a largura
da distribuigao cresce, de tal sorte que para uma dada temperatura caracteristica (7,) esta
passa a transitar esporadicamente de um poco de potencial para o outro de modo que, no

regime 1> T,, (x) =~ 0.
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Figura 3.11: Comportamento da posi¢ao média (z) em fun¢ao da temperatura e do tamanho

da série, descrita pela equagao da posigao (2.47) com posigao inicial em x = 1.

Este comportamento é semelhante ao de parametros de ordem associados a diversos
sistemas proximos a criticalidade, nos quais a grandeza fundamental que caracteriza o sis-
tema assume valor nulo na fase desordenada (maior simetria) e ndo nulo na fase ordenada
(menor simetria). Por exemplo num sistema ferromagnético, o parametro de ordem corres-
ponde a magnetizacao, que se anula acima de uma temperatura bem definida tornando-se
paramagnético [24, 31]. Em nossa situagao, a posigdo média em regimes de baixas tempe-
raturas possui comportamento assimétrico com valor nao nulo e simétrico com valor nulo

acima de T..

De forma geral nas proximidades de um estado critico, o sistema se torna altamente

correlacionado de modo que as flutuagoes associadas as grandezas apresentam proprieda-
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des incomuns, tipicamente da ordem do tamanho do mesmo. Desta forma uma possivel
abordagem para obtermos uma estimativa da temperatura critica, ¢ por meio dos desvios
associados aos tempos de primeira passagem ATy, e de permanéncia A7,, apresentados na
Figura (3.12). Nos dois graficos, é possivel observar que o desvio é da ordem do tamnho da

série e apresenta seu valor maximo na temperatura critica T' = 0.16.

4 4
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Figura 3.12: Desvio padrao do tempo de primeira passagem A7y, e do tempo de permanéncia
A7,. Em N = 2% o desvio é da ordem do tamanho da série indicando uma temperatura

critica com valor proximo de 7' = 0.16(linha tracejada azul).

De maneira analoga, obtemos o grafico do desvio padrao associado a posicao média,
Az, em funcao da temperatura e do tamanho da série, apresentado na Figura (3.13). Para
temperaturas T 2 T, a particula oscila entre os dois pogos cruzando o ponto de instabilidade,

U(z) = 0, tendo assim um desvio da ordem do tamanho da largura do pogo, ou seja, Az = 1.



3. Dindmica de Langevin num Potencial Quartico 35

1!0 T T T T T
® N- 2P ‘ I.vv%guu‘vuvluu\ ’'YY
o N ., o® 1
N=2" o o 0O
08| @ N o © —
24 o
N=2
Nz o ® ]
06 ° L -
o0
Ax r T
(X J
041 i -
o0
L o i
oL J
0,2 00 —
Qe
L ..u. .
0.0 \ \ \ \ \ \ \

|
0,08 0,12 0,16 0,2 0,24 0,28 0,32 0,36 0,4
T

Figura 3.13: Desvio padrao médio da posicao média, Az, em funcao da temperatura e do

tamanho da série.



Capitulo 4

Analise de Flutuacao Destedenciada

Sobre determinadas circunstancias diversos sistemas fisicos e biol6gicos nao apresen-
tam escalas de comprimento ou tempo caracteristico, possuindo correlacoes espaciais ou
temporais de longo alcance, isto é, ha um efeito de memoria de longo alcance que pode ser
descrito por leis de poténcias [32, 33]. No caso de séries temporais associadas a processos de
nao equilibrio flutuagoes locais, proprias ou induzidas, introduzem tendéncias nas mesmas,
produzindo propriedades estatisticas heterogéneas que podem ser caracterizadas por mu-
dancas no comportamento das correlagoes presentes na séries. Neste capitulo aplicaremos o
método da Andlise de Flutuacao Destedenciada (DFA) as séries temporais obtidas por meio

da dinamica de Langevin discutida no capitulo anterior.

4.1 Método DFA (Detrended Fluctuation Analysis)

Nos ultimos anos, umas das principais técnicas que vem sendo utilizada para eliminar
tendéncias em séries temporais é a denominada Andlise de Flutuacao Destedenciada DFA
(Detrended Fluctuation Analysis) [34] na qual ajustes polinomiais locais sao utilizados para
tratar adequadamente tendéncias em diferentes segmentos da série. Desde sua publicacao
em 1994 esta técnica vem sendo utilizada em vérios campos como sequéncias de DNA [18],

meteorologia [35], séries temporais economicas [36], espectro de raio-x em estrelas bindrias
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[37], incéndio florestral [20], entre outros, contando com total de 1266 citagoes'.

De uma maneira geral, esta técnica estima a média das flutuagoes F'(I) na série em
escalas de tempo varidveis de tamanho [ e verifica a dependéncia de F(I) com [. Devemos
salientar que a relagao entre F'(I) e [ obedece uma lei de poténcia na forma F(l) ~ I* quando
a série tem correlacao de longo alcance, onde o expoente de escala denominado expoente
de escala « é o parametro que quantifica o tipo de correlagao. Quando o = 0,5 o sinal é
descorrelacionado (ruido branco, Gaussiano), enquanto para a < 0,5 temos anti-correlagao
(anti-persisténcia) e para o > 0,5 existe correlacao (persisténcia) [38].

Para explanar esse método, considere uma particula em movimento aleatorio unidi-
mensional descrita pela Equacao das posi¢oes (2.47). Uma série tipica da posi¢ao (i) com
i=1,...,N, onde N é o tamanho da série (N = 2?2), obtida utilizando o cédigo computa-
cional da dinamica de Langevin para valor de temperatura 7" = 0.10, estd representada na
Figura (4.1a). No grafico é possivel perceber que a particula tem seu movimento confinado
a regido = > 0, com posi¢ao média (r) ~ 1.

O método DFA pode ser apresentado no seguinte algoritmo:

1. Obtencao da série integrada a partir da série original;

O primeiro passo consiste na obtencao da série integrada também chamada
de perfil que tem a funcao de “suavizar” a série original para aplicacao dos ajustes
polinomiais. Na Figura (4.1b) apresentamos o perfil associado a série considerada
anteriormente, calculado pela diferenca entre a série temporal e sua média, segundo a

equacao
Y(i) =) (2(i) = (2)). (4.1)
onde (x) é a média da série, dada por
(z) = % >l (4.2)

2. Dividir a série integrada em N; caixas de igual tamanho [;

Thttp://www.adsabs.harvard.edu - acessado em 20/08/2016
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Figura 4.1: Série temporal tipica da posigao z(i) com N = 2*? passos e temperatura T' = 0.10

obtida pela integragdo numérica da Equacdo (2.47) bem como seu perfil associado.

Divida a série integrada em caixas de iguais intervalos de tempo nao sobrepostos
de tamanho [ e indice v com v = 0,1,2,..., N;, onde N, é a parte inteira da fracao
%. A particao da série é feita duas vezes: do inicio ao final da série e em seu sentido
inverso, produzindo um total de 2/N; segmentos. Vale salientar, que neste trabalho
nao sera necessario fazer a particao duas vezes, visto que, todas as séries geradas pelo
c6digo computacional sdo multiplas de 2. A Figura (4.2) apresenta tal procedimento

com N; = 8 caixas.

. Ajuste polinomial p, (i) em cada caixa v para remover as tendéncias locais;

Em cada caixa de indice v aplica-se a funcao de tendéncia local, ou seja, ajusta-se
os dados por um polinémio p¥(i) de ordem k através do método dos minimos quadrados,
Figura (4.2). Para cada caixa v de tamanho [, calcula-se a série “destendenciada”
Y;(i) através da diferenca entre a funcao integrada Y (i) e o polinémio pk(i), dada
pela Equagao (4.3). E importante acentuar que o destendenciamento Y;(i) depende da
ordem do polindémio, quando k = 1 temos o DFA de primeira ordem (DFA1) que retira
tendéncias lineares da fungao integrada Y (i), para k = 2 o DFA2 retira tendéncias

quadréticas da fungao integrada Y (i) e assim sucessivamente.
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Figura 4.2: Série integrada dividida em N; = 8 caixas de intervalos iguais nao sobrepostos

com tamanho [ e ajuste polinomial linear em cada caixa.

Yi(i) = V(@) = pu (i) (4.3)

4. Calcular a fungao de flutuagao F(1);

Para calcular a funcao de flutuagao é necessario obter antes a flutuacao local,

isto é, a variancia para cada caixa v

!
1 .
i) =\ 7 VPl = i+l (1.4)
e assim, calcular a fungao de flutuagdo média da série F'(I) dada por:

AL
Fll)==—Y Fl(v). 4.5
=53 2 A (15)

5. Obter a dimensao da escala o da série temporal,

A flutuacao aumenta com o tamanho [ da caixa, neste caso a funcao flutuacao

sera crescente.
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podemos analisar o gréfico log —log de F(I) em fungao de [ e a partir de um ajuste

linear obter o coeficiente de escala a.

O método DFA ¢ utilizado para séries e figuras monofractais, onde o valor da dimensao
fractal, associado ao expoente permanece fixo em suas diferentes escalas. Cabe entretanto
resaltar a existéncia de séries ou formatos geométricos que sob ampliagao ou reducao em
sua escala de observacao, possuem dimensoes fractais diferentes, neste caso utiliza-se a ge-
neralizacao do método DFA denominado Andlise Multifractal de Flutuagao Destedenciada
MFE-DFA (Multifractal Detrended Fluctuation Analysis) [39], que nao serd objeto de inves-

tigagao desta dissertagao.

4.2 Resultados computacionais do método DFA

Para aplicar o método DFA a dindmica de Langevin apresentada na secao (2.4),
produzimos séries temporais com tamanhos entre 22° < N < 2% com crescimeto geométrico
de fator 2 e valores de temperatura 7' no intervalo 0,07 < T < 0,38 com incrementos

AT = 0,01. Em todos os resultados a condicao inicial corresponde a xg = 1.

Inicialmente apresentamos na Figura (4.3) em escala logy — logs , a flutuacao F(I)
descrita pela Equagao (4.5) em fungao do tamanho da caixa [, no intervalo 22 <[ < 2! com
crescimeto geométrico de fator 2 para uma série de tamnaho N = 2%, Como discutido na
secdo (2.3), para escalas de tempo ¢ < 1/ devemos esperar um comportamento balistico,
ou seja, uma dinamica correlacionada. Na Figura (4.3), este regime corresponde a regiao
[ < 2% com menores flutuacoes , uma vez que, neste regime existem poucos pontos por caixa
de modo a produzir uma regressao mais precisa. Entretanto, esta flutuacao cresce com o

aumento do ruido térmico, como pode ser observado na mesma figura.

De forma geral a flutuagao possui diferentes taxas de crescimento com a escala ({)
observada, dependentes da temperatura. Em particular para regiao [ < 2% o coeficiente de
escala apresenta valores proximos de @ = 1, indicando uma dinamica correlacionada. Este
resultado interessante, é compativel com o comportamento da particula, visto que, em [ = 28
temos exatamente uma unidade de tempo, ou seja, t = 28A¢t. Para baixas temperaturas este

cenario representa o confinamento da particula na regiao x > 0.
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Para o regime em que [ > 2% a medida que a temperatura aumenta, a particula comeca
a transitar de um pogo para outro, quando a temperatura for T > T2° = 0,23 os tempos
médios de permanéncia em cada pogo serao aproximadamente iguais. Neste caso, a dinamica
é positivamente correlacionada o que pode ser observado no grafico da Figura (4.3), onde o

coeficiente de escala aproxima-se assintoticamente de 1, com o aumento da temperatura.

Figura 4.3: Comportamento da funcao flutuagao descrita pela Equacao (4.5) para série
temporal N = 22° numa escala log, — log, com tamanhos de caixas [ variando em multiplos

de 2 no intervalo 2 < [ < 218.

Na Figura (4.3) vimos valores de flutuagoes apenas para um tamanho de série, en-
tretanto sabe-se que quanto maior for a quantidade de passos executados, melhores sao
os resutados das médias, variancias, entre outros momentos associados a distribuicao de
probabilidade da posi¢do da particula. Desta forma, apresentamos na Figura (4.4) o com-
portamento de F'(I) para todos os tamanhos de série definidos anteriormente e cinco valores

especificos de temperatura.

Observa-se que a medida que N cresce para o mesmo valor do tamanho da caixa [
e temperatura T na regidao de [ > 2% a taxa de crescimeto da flutuacao aumenta, todavia,
observa-se que para as duas tltimas séries N = 22 ¢ N = 22° para temperaturas T = 0, 28
e T'= 0,38 a taxa de crescimento da flutuagao volta a diminuir. Esta nova diminuicao na

taxa da flutuacao pode ser vista com mais detalhes na Figura (4.5) onde as linhas tracejadas
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16

T=0.07
T=0.16
T=0.23
T=0.28
T=0.38

Figura 4.4: Flutuacao em funcao do tamanho de caixa [, para alguns valores de temperatura.

azuis indicam os trés regimes caracteristicos para a situacao em que N = 2% e todos os

valores de temperatura considerados.

Para [ > 26 ¢ as maiores temperaturas, o expoente de escala exibe valores préximos

a 0,5 indicando novamente um movimento browniano descorrelacionado. Esse fato ocorre,

quando a particula estd a uma temperatura 7' >> T2° pois com essas temperaturas ela pode

se movimentar acima da barreira de potencial que separa os dois minimos de energia, de

maneira a se comportar como se existisse um unico pogo, analogamente ao que acontece

quando T' < T...

Como vimos na secao anterior, o expoente de escala é utilizado para detectar se ha

persisténcia (« > 0,5), anti-persisténcia (a < 0,5) ou descorrelacdo (o = 0,5) em séries

temporais de sistemas préximos & criticalidade. Desta forma, apresentamos na Figura (4.6)

o expoente de escala em funcao da temperatura para N = 2% especificamente para as

regioes [ < 28 e [ > 28, Como discutido anteriormente, para caixas de tamanho [ < 2% a

particula tem um comportamento balistico e a medida que o tamanho da caixa aumenta o
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F(l) s

Figura 4.5: Comportamento da funcao flutuacao para série temporal com N = 225 em escala

logs — logs, para diferentes valores de temperatura 0,07 < T < 0, 38.

comportamento continuamente passa para um movimento browniano, este comportamento
pode ser apreciado de uma maneira mais plausivel pela variagao do expoente de escala em
funcao da temperatura na Figura (4.6a). Do mesmo modo, para [ > 2% a Figura (4.6b) indica

a mudanca de um movimento descorrelacionado para um movimento com persisténcia.

L I
T, |

08— —

o
H12- E H r ® g
¢ o7} i
i : s
1,1 § I §§ i
® 0,6 ® -
i ] o
L1 - ssseessssel 1
| ! | ! I PYYYYYYYYYY) o5l 1. | | ! !
0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4
T T
(a) Expoente de escala para [ < 28 (b) Expoente de escala para [ > 28

Figura 4.6: Expoentes de escala em funcao da temperatura para séries de tamanho N = 229,

associados a Figura (4.3) nas regices [ < 28, e [ > 28.
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Na Figura (4.7) apresetamos a variagdo do expoente de escala em funcao da tempera-
tura para todos os valores de N discutidos anteriormente com regressao calculada na regiao
28 < 1 < 216, Do ponto de vista da temperatura, quando T' < T, observa-se que os valores do
expoente « sao proximo de 0, 5 indicando que o movimento da particula é descorrelacionado
independentemente do tamanho da série. A medida que aumenta o ruido térmico a particula
comeca a transitar esporadicamente entre os pocos, desde modo, o movimento deixa de ser
descorrelacionado e passa a ter persisténcia. Quando T ~ T, os valores de « se aproximam
de a ~ 1, indicando um comportamento de persisténcia maxima, neste momento a dinamica

se encontra proximo da transicao de fase.

1 T
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N=2 °
0,9 ° N:223 o P —
N=2* ] .
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e © ¢
H o ® |
7+ ® i
0, . ®
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*%3s
0,6 @ .
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05 ! ! ! ! ! !
0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4
T

Figura 4.7: Expoente de escala para todos os valores de tamanho N considerando tamanho

de caixa entre 2% < [ < 216,

Na Figura (4.7) pode-se também observar que com o aumento do tamanho da série
a temperatura em que ocorre o valor maximo de « desloca-se para esquerda, de modo que
no limite N — oo esperariamos obter a temperatura critica que caracteriza a transicao. E
importante apontar que esta mudanca de regime de correlagao quantificada pelo expoente de
escala é analoga a observada em outros sistemas fisicos proximos a transicao de fase, como
por exemplo, na transigao liquido-vapor da dgua [40], na formacao de pontes de hidrogénio
em polipeptideos [17], na determinagdo do tempo de maturagao de peixes [41] e na andlise

de transicao de fase do modelo de Ising em duas dimensoes [42].
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Para longos tempos de correlacao | > 2% podemos observar um comportamento nao
monotonico de « com a temperatura apresentado na Figura (4.8). Para esta situagao saimos
de um regime descorrelacionado (o = 0,5) a baixas temperaturas para um regime correla-
cionado (a ~ 1) retornando a um estado nao correlacionado em altas temperaturas. Como
enfatizado anteriormente nesta tltima situacao a particula se comporta como se existisse um

inico pogo.

N=2

¢ |
, ° }
{ﬁ _'

o
0’5_‘_. 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1

0,12 0,16 0,2 0,24 0,28 0,32 0,36 0,4

T

Figura 4.8: Coeficiente de escala em funcao da temperatura para tamanho de série N = 22

para escalas 216 <[ < 2?22,



Capitulo 5

Conclusao e Perspectiva

Em nosso estudo consideramos séries temporais associadas a implementacao da
equacao de Langevin para um potencial quartico para diferentes intensidades de ruido
térmico. As distribuicoes do estado estacionario para o regime de baixas temperaturas se
mostraram compativeis com aquelas provenientes de uma aproximacao quadratica proposta,
enquanto que no regime de altas temperaturas recuperamos a distribuicao de equilibrio as-
sociada ao potencial real.

A aproximagao quadratica ainda permitiu a determinagao da méaxima escala de energia

necessaria para a transicao entre estados meta-estaveis.

Préximo a temperatura T, =~ 0,16 as flutuacoes dos tempos médios de permanéncia
na regiao * > 0 (z < 0) e dos tempos de primeira passagem Ty,, apresentaram compor-
tamento divergente apontando para uma natureza critica da dinamica com comprimentos
de correlacao da ordem do tamanho do sistema, o que sugeriria uma transicao de fase de 2

ordem.

A aplicagdo do método DFA permitiu a disting¢ao entre trés regimes de correlagao: um
primeiro indicando uma dinamica balistica (o & 1) fracamente dependente da temperatura
para curtas escalas de tempo, um segundo em escalas intermedidrias de tempo com expoente
(1/2 < o < 1) monotonicamente crescente com a temperatura e por fim uma transi¢ao entre

um regime balistico e difusivo, dependente da temperatura para grandes escalas de tempo
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e temperatura. Estas caracteristicas do expoente de escala se mostram compativeis com
aquelas apresentadas por sistemas proximos a transicao de fase.

Estes resultados preliminares indicam que a dinamica associada a este tipo de potencial
possui propriedades semelhantes aquelas observadas em sistemas proteicos reais sugerindo
sua possivel utilizagao como um modelo simples para investigar transi¢coes conformacionais
destes sistemas.

Para a completa caracterizagao da natureza da possivel transicao de fase, incluindo
os expoentes criticos, precisamos aplicar a metodologia da anélise de escala e de tamanho
finito, etapas que devem se seguir a estas desenvolvidas até aqui.

Por fim uma investigacao das propriedades de complexidade associadas a dinamica,
como a entropia e o estudo da fractalidade em diferentes escalas por meio do método MF-

DFA, podem revelar a existéncia de caracteristicas proprias deste sistema.
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