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Resumo

Utilizando Teoria de Matrizes Aleatérias (TMA) em seu trabalho, Novaes apresentou
estatisticas lineares nos autovalores da matriz de tempo de retardo e estendeu seus
resultados as médias dos momentos generalizados, uma estatistica nao linear. O método
utilizado conseguiu resultados gerais e compactos, mas restritos apenas a uma das trés
classes de simetria de Dyson. No capitulo [3] baseados no método da funcao geratriz
hipergeométrica de Macédo e Macedo, apresentaremos resultados para as todas classes
de simetria. Também demonstraremos que esses resultados sao equivalentes aos de

Novaes.

Em seu artigo, Luque e Vivo apresentaram estatisticas nao lineares dos permanentes
nos autovalores de matrizes aleatérias invariantes, com resultados especificos para o
ensemble de Jacobi para as trés classes de simetrias de Dyson. De maneira semelhante,
apresentaremos no capitulo [4| os resultados para o ensemble de Laguerre nos inversos
dos autovalores, ou seja, as estatisticas nao lineares para os autovalores das matrizes de

tempo de retardo.

Embora a vantagem do uso da TMA esteja na possibilidade de calcularmos quanti-
dades fisicas e matematicas analiticamente, algumas vezes é necessario recorrermos as
simulagoes numéricas. No capitulo[5] seguindo ideias propostas na literatura por Mezza-
dri, implementamos um algoritmo eficiente em Python para gerar numericamente essas
matrizes para o ensemble Circular, além do método Hamiltoniano para geragdo de ma-
trizes de tempo de retardo, nao nos restringindo as trés classes cldssicas. Rotinas para

os ensembles de Ginibre e Gaussiano também sao implementadas.

Palavras-chave: cavidades cadticas, matrizes aleatorias, Laguerre, permanente, espa-

lhamento, tempo de retardo, python.



Abstract

Using Random Matrix Theory (RMT) in his work, Novaes presented linear statistics
on the eigenvalues of the time-delay matrix and extended its results to the averages
of the generalized moments, a nonlinear statistic. The method used achieved general
and compact results, but were restricted to just one of Dyson’s three symmetry classes.
In chapter [3] we will present results for the three Dyson’s symmetry classes, wich were
based on the hypergeometric generating function method of Macédo and Macedo. We

will also show that these results are equivalent to those of Novaes.

In their article, Luque and Vivo presented nonlinear statistics of permanents on the
eigenvalues of invariant random matrices, with specific results for the Jacobi Ensemble
for the three Dyson’s symmetry classes. In a similar way, in chapter [4] we will present
results for the Laguerre Ensemble on the inverse of the eigenvalues, that is, the nonlinear

statistics on the eigenvalues of the time-delay matrices.

Although the advantage of using RMT is that we can calculate physical and mathe-
matical quantities analytically, it is sometimes necessary to use numerical simulations.
In chapter |5 following ideas proposed in the literature by Mezzadri, we implemented
an efficient algorithm in Python to numerically generate these matrices for the Circular
ensemble, and also the Hamiltonian method for generation of time-delay matrices, not
restricted to the three classic classes. Routines for Ginibre and Gaussian ensembles were

also implemented.

Keywords: chaotic cavities, random matrices, Laguerre, permanent, scattering, time-

delay, python.
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria das Matrizes Aleatorias (TMA) foi introduzida por Wishart [I] no inicio
do século XX e tem encontrado aplicacbes em uma variedade de areas da fisica, ma-
tematica, probabilidade, estatistica e engenharia [2H5]. Foi aplicada pela primeira vez
em sistemas fisicos por Wigner e Dyson [6H9] como um modelo para nicleos atémicos
complexos. Desde entao, tem tido um enorme impacto na fisica e é hoje uma das prin-

cipais ferramentas para descrever propriedades de sistemas quanticos complexos.

Podemos atribuir esse sucesso crescente da TMA a, principalmente, dois motivos.
Primeiro, para matrizes no limite de grandes dimensoes, as correlacoes estatisticas do
espectro de um ensemble de matrizes sao independentes da distribuicao de probabilidade
que define o ensemble, dependendo apenas de propriedades invariantes da distribuicao
[10 11]. Segundo, as técnicas da TMA permitem o célculo e a computagao num grau

que de outra maneira seria impossivel alcangar no contexto em que sao aplicadas.

1.1 Sistema Fisico

Neste trabalho, como aplicacdo de interesse, a TMA fornece ferramentas para in-
vestigarmos as propriedades quanticas do transporte eletronico em cavidades balisticas

acopladas a reservatérios através de duas guias ideais [ITHI3] (figuras [1.1] e [1.2]).

As dimensoes fisicas desses sistemas sao tais que a natureza quantica do elétron torna-

se importante e um tratamento puramente cldssico da sua dindmica é inadequado [14].
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guia com N; modos
de propagacdo

guia com N, modos
de propagagdo

FicuraA 1.1: Idealizacao tipica de uma cavidade balistica acoplada a dois reservatoérios,
caracterizados pelos potenciais eletroquimicos p1 e o, através de guias ideais.

FIGURA 1.2: Realizagdo de uma cavidade balistica em um GE2D (visao superior).
Branco: GE2D; cinza: regioes de repulsao; preto: visao superior do gates. Os gates
retangulares formam a cavidade enquanto os pares de gates com ponta estreita contro-
lam as aberturas dos dois contatos balisticos. As trajetérias dos elétrons sao espalhadas
apenas na fronteira da cavidade. Fonte: Nazarov e Blanter (2009).

Para tratarmos o transporte nessas estruturas devemos considerar as escalas de compri-

mento relevantes (tabela [1.1]), importantes para caracterizar os sistemas mesoscopicos.

Simbolo | Nome Descrigao
AR Comprimento de | Esta é a menor escala de comprimento. Em baixas
onda de Fermi temperaturas, apenas elétrons com energia préximas
a de Fermi participam do transporte.
l Caminho livre | E a distancia média percorrida pelo elétron entre duas
médio colisoes elasticas.
& Comprimento de | Determina a extensao espacial das funcgoes de onda
localizacao eletronicas. Para condutores a funcao de onda se es-
tende por toda a amostra.
Ly Comprimento de | E a distancia média percorrida pelo elétron até que a
coeréncia de fase | funcdo de onda que o descreve perca a coeréncia de
fase.
Lg Comprimento do | E paralelo a dire¢cao da corrente e perpendicular a lar-

sistema

gura das guias W.

TABELA 1.1: Lista dos comprimentos caracteristicos. Adaptado de Mello e Kumar

(2004).

Um sistema é dito mesoscépico quando o comprimento de coeréncia de fase Ly ¢é
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maior ou comparavel ao tamanho do sistema Ly [I5]. Comumente, a coeréncia de fase

é perdida em espalhamentos ineldsticos com outros elétrons ou fonons.

Com o decréscimo da temperatura, Ly aumenta, tornando um sistema com Lg ~ 1pum
mesoscopico abaixo de 100mK [2]. Tipicamente, & baixas temperaturas, temos que

Ar <1 <& < Ly, o que permite a caracterizacao de trés regimes distintos de transporte

(tabela [1.2)).

Caracterizacgao Nome Descricao

Ly <l Balistico | O comprimento da amostra ¢ menor que o livre ca-
minho médio. Os elétrons de deslocam praticamente
sem sofrer colisoes.

l<Lg<é& Difusivo | O comprimento da amostra é maior que o livre cami-
nho médio e menor que o comprimento de localizagao.
Caracterizado pelas diversas colisoes elasticas sofridas
pelo elétron.

§<Lg< Ly Localizado | O comprimento da amostra encontra-se entre o com-
primento de localizacao e o comprimento de coeréncia
de fase. As funcoes de onda dos elétrons permanecem
localizadas de modo que a amostra se comporta como
um isolante.

TABELA 1.2: Lista dos regimes de transporte mesoscépicos. Adaptado de Mello e
Kumar (2004) e Weidenmiiller et al. (1998).

1.2 Espalhamento

Outra consequéncia da baixa temperatura é a supressao dos fonons e, também, a
baixa diferenca de potencial, as interacoes entre os elétrons podem ser negligenciadas.
Portanto, os elétrons dentro da cavidade espalham elasticamente [14]. Sendo assim, se as
duas guias suportam, respectivamente, N; e Ny canais quanticos [16], toda a informacao
do transporte eletronico estd codificada na matriz de espalhamento:

/
T'N1x Ny tNl x No

S = (1.1)

/
ENox Ny TNy x Ny

Convencionou-se que os blocos r e t sdo as matrizes de reflexdo e transmissdo através

da guia a esquerda da cavidade, enquanto ¢’ e r’ sao os da guia a direita.

A conservacao de corrente implica que S é unitdria S~! = ST. Como consequéncia

direta da unitariedade temos que as quatro matrizes hermitianas ttf, ¢t/f, 1 — rrf e
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1 — /7T possuem o mesmo conjunto de autovalores 11,75, ..., Tn. Sendo cada um

desses autovalores de transmissao um numero real entre 0 e 1.

Os autovalores de transmissao determinam as propriedades de transporte. A mais
comum € a condutancia, que, para baixas diferencas de potencial e temperatura zero, é

dada por [14]

N
G=Go» Tn (1.2)
n=1
onde Gy = 2¢%/h. Essa equagao é conhecida como férmula de Landauer [14].

A segunda é a poténcia de ruido de disparo. A carga discreta do elétron causa
flutuacdes na corrente dependentes do tempo I(t) = I + 61(t), que persiste mesmo a
temperatura zero [I7]. A poténcia de ruido de disparo estd relacionada aos autovalores

de transmissao por [14]

N
P=PoY Tu(l-T,) (1.3)
n=1

na qual Py = 2eV Gy. Note que N denota o niimero de canais quanticos abertos em uma
das guias, nao a dimensao da matriz de espalhamento, que é (N7 + Na) x (N7 + Na).
Sem perda de generalidade, assumimos que N; > Ny ou, de maneira equivalente, que

N = min(Nl, Ng)

A principal suposigao sobre sistemas do tipo descrito é que, devido a dinamica cadtica
dentro da cavidade, a corrente elétrica apresenta caracteristicas universais [2], 4] (figura

, o que permite modelar o problema através da TMA.

I { I | I

1_ -}
<
2 of ]
(O]
<1
_1—| | I I ]
0 2 4 6 8

Figura 1.3: Flutuagoes da condutancia como fungao de um campo magnético perpen-
dicular aplicado em um fio de ouro com 310nm de comprimento e 25nm de largura a
10mK. Fonte: Beenakker (1997).
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Em sistemas ergddicos, como cavidades cadticas, é natural fazer a suposicao de
méxima entropia [I8] levando ao postulado de que a matriz de espalhamento é unifor-
memente distribuida sobre o grupo unitério, sendo obtida do ensemble Circular [3, 19].

Nesse caso, a matriz de transmissao tt' pertence a um dos Ensembles de Jacobi, portanto

a densidade de probabilidade conjunta dos seus autovalores T3 ..., Ty é [4, [13] 20]
1 . B/2(IN1—N2|+1)
P(Ty,....,Tny) = ||T TﬁllT»le_ 2= /2 1.4
( 1, ) N) szj(ﬁ, N) ]<k‘ J k‘ 11 i ( ’L) ) ( )

onde Z,=s é a integral de Selberg [19, 21] no peso de Jacobi. Se a matriz de espalhamento

S pertence a um dos trés ensembles cldssicos de Dyson [4] [7], entao v = 0.

1.3 Tempo de Retardo

Embora essa abordagem seja bem sucedida na descricao das propriedades dos con-
dutores coerentes [4, 18], ela nao fornece nenhuma informacao sobre a dependéncia da
energia da matriz de espalhamento, que é necesséria para obtencao da matriz de Wigner-

Smith [22: o
_ _ingt9o
Q=—ihs' . (1.5)

Para construirmos matrizes de espalhamento com a dependéncia da energia usamos a

abordagem Hamiltoniana [23-25]. Os autovalores da matriz @) sd@o os tempos proprios

T1,...,TN € seu traco normalizado é o tempo de Wigner [26], 27]:
1

Essas quantidades contém informacoes sobre o tempo que uma particula, no caso um
elétron, passa dentro da regiao de espalhamento e, também, constituem os principais

objetos de interesse de nossas duas primeiras contribuigoes descritas e discutidas nos

capitulos [3 e [

Um importante avanco no estudo da matriz de Wigner-Smith foi o trabalho de Be-
enakker, Brouwer e Frahm, onde foram capazes de obter a distribuicdo conjunta dos
tempos préprios [26]. Eles estabeleceram o relacionamento com o Ensemble de La-

guerre, onde a distribuigdo conjunta do inverso dos tempos proéprios, 7; = 1/7;, é dada
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por:

N
B BN
Pyi,...,yw) = Tl =l e 2. (L.7)
i1

i<k

o
ZwEL(ﬂv N)

Perceba que nesse caso, diferente da discussao sobre condutancia e poténcia de ruido de

disparo, N é o nimero total de canais N1 + No, ou seja, a dimensao das matrizes S e Q.

Apesar da distribuigao para os tempos préprios ser conhecida [26], as propriedades
estatisticas da sua soma, o tempo de Wigner, continuam desconhecidas. Apenas as

distribuigoes para um e dois canais foram deduzidas em [28] e [29], respectivamente as

equacdes (33) e (3:4).

1.4 Objetivos

Estabelecemos trés objetivos principais que resultaram nas contribuicoes deste tra-

balho, sao eles:

1. calcular médias de estatisticas lineares nos autovalores da matriz de tempo de

retardo;

2. calcular médias de estatisticas nao lineares nos autovalores da matriz de tempo de

retardo;

3. criar um programa em Python para gerar ensembles de matrizes aleatérias e cal-

cular suas estatisticas numericamente.
O primeiro objetivo envolve médias de soma de poténcias
(' + 719 + ...+ 7n)
e médias de produtos de soma de poténcias

<p)\1p)\2 o p)\k>

p)\i(7—177-27 - 7TN> - ZTj}\i-
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Através dessas médias podemos obter expressoes para as seguintes quantidades de inte-

resse [27, [30]:
(Mp) = %(%(Q)) (média de momentos)
(My) = (M, My, ... %(m(@» (média de momentos generalizados)
(Tiy) = (Man) = (M) (média do tempo de Wigner)

n—1
—1
(Tir)e = (Min) — <n ) (T ) e(Myn—m) (cumulante do tempo de Wigner)

O segundo objetivo envolve médias de produtos de poténcias

A1 A2 AN
(ritmy? T

Elas surgem naturalmente quando consideramos momentos de estatisticas lineares como

(ME) e, também, incorpora casos especiais como poténcias do determinante de Q

((det Q)*) e o traco de poténcias de Q (Tr Q).

O terceiro objetivo, o programa para geracao de matrizes aleatdrias, possui dois

requisitos principais:

1. a capacidade de gerar matrizes para as 10 classes de simetria da classificacao de

Altland-Zirnbauer [31H33] (tabela [2.9);

2. a implementagao da proposta de Mezzadri [34] de um algoritmo eficiente para a

geracao de matrizes circulares.

1.5 Organizacao

Este trabalho estd distribuido em Referencial Tedrico (capitulo , Contribuicoes
(capitulos e b)) e Perspectivas (capitulo @ As contribuicbes possuem suas proprias

introdugoes e conclusoes.

No capitulo [2| temos os conceitos necessarios para o bom entendimento das ideias
expostas nesta dissertacdo. A secao Resultados de Kaneko, é especialmente impor-
tante, pois o desenvolvimento da subsecao permitiu alcancarmos o nosso principal

resultado, expresso na equagao (4.3).
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No capitulo [3] buscando uma solugao para calcular as médias de estatisticas lineares
no autovalores do tempo de retardo, adaptamos o método desenvolvido por Macédo
e Macedo em [35], onde as estatisticas de contagem de carga no transporte quéantico
utilizam uma fungao geratriz hipergeométrica . O método obtido foi prontamente
utilizado para obter todos os resultados ja conhecidos, férmulas gerais e

resultados exatos (3.36}[3.37} [3.38)), com a complexidade esperada e para qualquer classe

de simetria. Uma biblioteca Maple, chamada de Time Delay Package (TDP) (apéndice

, foi escrita implementando o método e usada neste trabalho.

No capitulo [4f procuramos resultados inéditos. Em [36] Luque e Vivo apresentaram
estatisticas nao lineares dos permanentes nos autovalores de matrizes aleatérias inva-
riantes, com resultados especificos para o ensemble de Jacobi para as trés classes de
simetrias de Dyson. De maneira semelhante, apresentaremos os resultados para o en-
semble de Laguerre nos inversos dos autovalores, ou seja, as estatisticas nao lineares para
os autovalores das matrizes de tempo de retardo. Com a equagao de Luque e Vivo,
encontrada em termos de hiperdeterminantes para 8 = 2, obtivemos uma férmula geral
a partir da qual derivamos casos particulares . Utilizando o método
da fungao geratriz hipergeométrica, determinado no capitulo [3] derivamos na segao [4.3]

resultados para qualquer 8 com o auxilio da biblioteca TDP.

No capitulo [5| seguindo ideias propostas na literatura [34], implementamos um algo-
ritmo eficiente em Python para gerar numericamente matrizes para o ensemble Circular
(segéo, além do método Hamiltoniano [23H25] para geragao de matrizes de Tempo de
Retardo (segao , nao nos restringindo as trés classes cldssicas (tabela [2.9)). Rotinas
para os ensembles de Ginibre e Gaussiano (segoes e também sao implementadas.

Algumas ideias foram parcialmente abordadas durante o desenvolvimento desta dis-
sertagao. Outras se mostraram desafios muito grandes para o curto espago de tempo.

No capitulo [] registramos duas como perspectivas.



Capitulo 2

Fundamentos e Teoria

Neste capitulo apresentamos os conceitos utilizados na construgao e justificativa de

nossa abordagem e considerados necessérios para o bom entendimento da nossa proposta.

2.1 Particoes

Uma particao é uma sequéncia decrescente de inteiros positivos A = [A1, Aa, ..., Ag]
chamados de partes, tais que Ay > Ay = -+ = A [37H39]. O ntmero de partes nao
zero é seu comprimento, ¢(A). Por A F n ou |A\| = n denotamos o peso de A, definido
como Zf(:)‘l) Ai = n. Portanto, [4,4,2,2,1] F 13. Também usamos a notagdo compacta

(42,22 1] = [4,4,2,2,1]. Particoes da forma

k,1,...,1] = [k, 1"7H] (2.1)
N——

n—k vezes
sao chamadas de hook [37), 38, [40].

Sendo Par(n) o conjunto de todas as partigdes de peso n, temos que

Par(1) = [1]

Par(2) = [2],[1,1]

Par(3) =[3],[2,1],[1,1,1]

Par(4) = [4],[3,1],[2,2],[2,1,1],[1,1,1,1]
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A soma A1 + Ay 4+ - -+ = n dos termos de uma parti¢do pode ser escrita como
n=-cy+2c+3c3+..., (2.2)

onde ¢; > 0 é o nimero de vezes que o inteiro ¢ aparece na particao. Por exemplo, para

A=[6,4,4,3,2,2,2,1,1] temos

20=6+4+4+3+24+24+2+1+1

=1(2) +2(3) +3(1) +4(2) + 5(0) + 6(1).

Dessa maneira, o nimero de solugoes inteiras e ndo negativas da equagao (2.2]) corres-
ponde ao nimero de particoes de n, que denotaremos por N,(n). Este nimero pode ser

obtido a partir da fungéo geratriz [38]

Z Np(n)z" = H . —1xk (2.3)
n=0 k=1

De fato, representando os fatores em ([2.3) como séries geométricas
Y Npm)a"=(1+z+a’+. )1+a2+at+. )1 +25 a0

o0
:H(l—i—xi—i—x%—i—x?’i—i—...).
i=1

O produto dos monomios gera termos do tipo

ﬂ:lcl x202 $303 = $C1+262+363+....

Portanto, o coeficiente N,(n) de 2™ é o nimero de maneiras de escrevermos n = ¢ +

2¢9+3c3+. . ., ou seja, é o nimero de parti¢oes contidas no conjunto gerado por Par(n).

n 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Np(n) 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 101 135 176 231

TABELA 2.1: Numero de elementos de Par(n) para alguns valores de n.

Parti¢oes s@o usualmente representadas pelos chamados diagramas de Young (ou
diagramas de Ferrers) [40-42]. Uma particao A é visualizada como uma colegao de caixas

organizadas em ¢(\) linhas alinhadas & esquerda, com a linha ¢ contendo A; caixas.
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Se uma caixa ocupa a posi¢ao j na linha i, dizemos que ela possui coordenadas (i, j).
Formalmente podemos dizer que um diagrama de uma particao A é o conjunto de caixas

{(1,7) e N5 1 <@ <L(A);1 <35 < N}

A=02,12] A=[2} A=[3,2,1] A=[4] A = [42,22 1]

TABELA 2.2: Diagramas de Young.

Definimos o contelido de uma caixa como ¢;; = j — 4. Chamaremos esse contetido de
content. O content pode ser generalizado para um «a-content. Seja a um ntumero real

positivo, entao, para qualquer caixa (7, j) de A, definimos o a-content [39] como

1-content 2-content
011123 0111213
—1/0| 12 —2(—-1| 0

—2l-1 —4[-3
—3[—2 —6]—>5
—4 -8

TABELA 2.3: Diagramas de Young para A = [42,22 1] com a-content.

Para cada particao A\ definimos a particao conjugada )\ obtida pela transposicao do

diagrama de A (tabela. Dessa forma, A; é o nimero de caixas na j-ésima coluna de

A

A= [5,421] N =[4,331]
F H

TABELA 2.4: Conjugagao de .
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Note que A} = £(A) e Ay = £(N). Para uma célula s = (4,5) de um diagrama de
Young, definimos [37, 38|, 41, [42]:

ax(s) = ax(i,j) = \i —j arm length,

Ix(s) = )\;- —1 leg length,
a\(s)=j—1 co-arm length,
Ih(s)=i-1 co-leg length,
hy(s) = Ix(s) + a(l + ax(s)) upper hook length,
R (s) = Ix(s) + 1 + aay(s) lower hook length.

O arm length é o nimero de caixas a direita de s; o leg length é o nimero de caixas
abaixo de s. Similarmente, o co-arm length e o co-leg length s@o o nimero de caixas
a esquerda e acima de s, respectivamente. Para a = 1, hi(s) = h)(s) e representa o

ntmero de células a direita e abaixo de s, incluindo o préprio s.
S ?

TABELA 2.5: Definigoes para o diagrama de Young.

As dreas cinzas no diagrama da esquerda sdo o arm length ax(s) = 3 e o leg length [5(s) = 2 de s para
A =1[6,5,3,2]. No centro sdo o co-arm length a’\(s) = 1 e o co-leg length I} (s) = 1. Na direita é o hook
length R} (s) = hl(s) = 6 para o = 1. Adaptado de Mezzadri e Reynolds [41].

E conveniente definirmos as seguintes quantidades:

d(ha) =[] rs), (2.5a)

SEX

(A a) =[] r(s), (2.5b)

SEA

i =cn a)d (A ). (2.5¢)
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A constante j/(\a) é importante para a teoria dos polinémios de Jack (segao . Expli-

citamente

SEX
= [ 11a(s) + aar(s) + D] [Ir(s) + 1 + aax(s)] (2.6)
SEX
IT DN—i+ai—i+D] [N, —i+1+al—5)].
(4,5)EX

Outra quantidade importante neste trabalho relacionada as partigoes é a genera-

lizagao do simbolo de Pochhammer [39, [43]

(N)p=N(N+1)(N+2)...(N+n—1)

_ I'(N +n)
I'(N) (2.7)

=[Iv+i-1) 5 V)o=1,
j=1

definida como [39, 42]

£(N) . £(N) i—

i=1 « Ai =1 r (N - %) (2 8)

R i—1 I (s) '
:HH<N— +j—1>: (N—’\ +a;(s)> . a>0.

-~ « o

i=1j=1 SEA

A conexao entre o simbolo de Pochhammer e o diagrama de Young torna-se evidente se

o reescrevermos em termos do a-content ((2.4)

W =11 (N+C§?))- (2.9)

(4,7)EX

Sendo assim, estabelecemos as seguintes generalizagoes e notagoes para o raising (rising)

e lowering (falling) factorials [38, [39) 42]:

176y .
[N = {N—l ] I1 (N+c )

i=1 (4,7)EN

o (2.10)
O =TT v+ 50 = T (v-).

i=1 Ai (3,5)€X
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Podemos definir relacoes de ordem para as partigoes. Uma relacao particularmente
util é a chamada ordem de domindncia ou ordem natural de Par(n) e denotada por <

137, 138, A11-143).

Desta forma, se u, A € Par(n), definimos pp < Ase p1+po+. ..+ < A+de+...+ A\,

Vi > 1. Esta relacao é uma ordem pois é:

Reflexiva =,
Anti-simétrica :pu=<AeX=xpu— A=y,

Transitiva A pe =k — A2k

Mas é uma relacao de ordem total apenas para n < 5, nao para n > 6. Por exemplo,

para n = 5 temos:

Par(5) ={[5],[4,1],[3,2],[3,1,1],[2,2,1],[2,1,1,1],[1,1,1,1, 1]},

bl =[41]=[3,2]=[3,1,1] =[2,2,1] = [2,1,1,1] = [1,1,1,1,1].
Por sua vez, para n = 6:

Par(6) = {[6],[5,1],[4,2],[4,1,1],[3,3],[3,2,1],[3,1,1,1],[2,2, 2],

2,2,1,1],[2,1,1,1,1],[1,1,1,1,1,1]}.
Vemos que [4,1,1] e [3, 3] ndo sdo compativeis e, também, [3,1,1,1] e [2,2,2].

Uma relagao de ordem total em Par(n) é a chamada ordem lexicogrdfica e denotada

por =.

Dadas as partigoes pu, A\ € Par(n), definimos A > p se p = A ou se, para algum i,

U1 = A,y i1 = Ai—1 € A; > ;. Exemplo para Par(6):

6] > [5.1] > 4,2 > [4,1,1] > [3,3] > [3,.2,1] > [3,1,1,1] > [2,2,2] >

2,2,1,1] > [2,1,1,1,1] > [1,1,1,1,1,1].

Observe que se 1 =< X entao u < A, mas a reciproca nao é verdadeira.
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2.2 Funcgoes Simétricas

Uma fungao simétrica é uma série ou um polindmio em muitas varidveis com coefi-
cientes racionais invariantes sob a permutacao das varidveis [19, 37, [38]. Por exemplo,
:c% + :c% + x% + 2z1x9x3 € uma funcao simétrica em trés variaveis, mas :c% + CL‘%IL’g + x%ml

nao é, porque intercambiar z; e 9 ndo mantém a funcao inalterada.

Escrever uma fungao simétrica explicitamente como um polinémio € similar a expres-
sar um numero numa base especifica, como decimal, binaria ou hexadecimal. E, assim
como os numeros, algumas vezes precisamos expressia-las em termos dos seus fatores
primos [37]. Os primos de uma funcao simétrica sao as func¢oes simétricas elementares
[19]:

en(T1,. .+, Tk) = Mpn] = Z Ty - T, (2.11)

11 <. <l

Por exemplo,

es(x1, 2,3, 4) = T1X2T3 + T1T2X4 + T1T3T4 + T2XT3T4.

Seja A = [A1, A2, ..., A\;] uma particdo, ou seja, uma sequéncia finita de inteiros
escritos em ordem decrescente. Entao, a funcao simétrica elementar correspondente a A
é definida pelo produto [38]

EX = EXN €Ny "t €N

O fato excepcional é que as funcoes simétricas elementares ey formam uma base para
todas as funcgOes simétricas, descrevendo-as unicamente. Esse é o chamado Teorema

Fundamental da Teoria das Fungoes Simétricas [38] p. 83]:

> aen. (2.12)
A

Por exemplo, vamos escrever a funcio simétrica =3 + 23 + :L‘g em termos de fungoes
simétricas elementares. Usaremos nesse exemplo as fungoes e; = x1 + 22 + x3, €2 =

T12T9 + Xox3 + 31 € e3 = x1rox3. Iniciaremos com o cubo de e

et = e,1,1 = o+ o3+ ad+3(xdag fadey +airs+rizy Fadws Fajre) 6z rexs. (2.13)
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Podemos substituir 6x1x2x3 por 6e3. Agora precisamos apenas escrever o termo 3($%:1:2+

m%xl + 1’%:(}3 + m%xl + m%x;», + l’%.%'g) O produto
3ejeq = 3(3:%@ + x%xl + x%:cg + x§x1 + :E%:Eg + x%azg) + 9z 2073

é muito préximo, mas nos deixa com o termo extra 9zizox3. Podemos removeé-lo fazendo

3e1ea —9es. Usando esses resultados e resolvendo (2.13) para a3 + 23 + 3, encontramos
b 1 2 3s

:v“i’ + mg‘ + :1:% = e“;’ —3erez + 3e3 = ep1.1,1) — 3ep,1] + €3]

Embora a funcao simétrica elementar seja fundamental para o nosso trabalho, exis-
tem, ao menos, quatro outras bases naturais com as quais podemos expressar qualquer

fungao simétrica. Sao elas [37, [38]:

m) monomial,
px soma de poténcias,
h homogénea completa,

sx Schur.
Para essas quatro bases e a funcao simétrica elementar, temos os seguintes exemplos:

€[3,2,2] = €3€2€2 = x12223(x 122 + T2x3 + 1?3561)2,
D[3,2,2] = P3D2p2 = (2 + 25 + 3) (af + 25 + 23)%,
hig1) = hah1 = (23 + 22 4 22 4 2120 + 2023 + 2371) (21 + 22 + 23),
3,2

_.3.2.2, 3.2 2 2
M[322] = T]T2T3 + XT3 + T3T5X7,

S[3,1] = M[3,1] + Mp2,2] + 2m2,1,1]-

Como podemos alternar entre as bases facilmente, temos bastante flexibilidade na abor-

dagem de problemas envolvendo fungoes simétricas.

Neste trabalho, estamos interessados em duas transicoes especificas. Entre as bases

de soma de poténcias e elementar e entre as bases monomial e de soma de poténcias.

Para demonstrar a transicao da base elementar para a base de soma de poténcias

comegaremos mostrando que as fungoes simétricas elementares podem ser obtidas a
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partir da fungao geratriz [19] 39]

D ent" =[]+ zit) = E(t). (2.14)

n>0 i>1

Por sua vez, as somas de poténcia sao obtidas da funcao geratriz

n—1 T _
Ll — = P(t). 2.1
St =3 = P (2.15)
n>1 7
Percebendo que
P—t) = Linpw) = L L (2.16)
Cdt - B(t)dt '
calculamos
d
P(—-t)E(t) = gE(t)
Z(—l)"_lpnt"_l Z emt™ = Z k> 1kegth 1
n>1 m>0
Z Z (=) ppeptttmt = Z kejpth =1, (2.17)
n>1m>0 E>1

Definindo n +m =k

k
Z <Z(—1)”_1pnek_m> th=1 = Z kejth—1 (2.18)

k>1 \n=1 k>1

0 que permite, por fim, determinar a seguinte relacao de recorréncia para mudanca de

base de fungoes simétricas elementares para soma de poténcias [19, 38]

k
bew = 3 (=1 paey . (2.19)
n=1
Dessa forma:
€1 =p1
1 1
e2 = 5(prer = p2) = 5(pT — p2)

1 1
e3 = 3(p1es = poer +ps) = g(pi” — 3p1p2 + 2p3)
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Usando (2.2) e (2.19) generalizamos para

k
EX = €A1 g Ag] = EMENy €N, = Hexi
N =l (2.20)
1 - n—1
ey, = y ;(—1) Pnex;—n-

Partindo de (2.17) podemos demonstrar a transi¢do inversa, ou seja, da base de soma

de poténcias para a base elementar escrevendo

k-1
Z (Z(_l)k_m_lpkm€m> th=1 = Z ket

k>1 \m=0 k>1
k—1
Z (_1)k_m_1pk—mem = key,
m=0
k—1

(D" o+ D) (=D e = ke
m=1

e novamente determinando uma relagao de recorréncia [19] 3§]

k—1
pr = (=1 Tker + > (=)™ promem. (2.21)
m=1

Dessa maneira:

P1=e€
p2 = —2ea +prer = €5 — 2ey

p3 = 3es + pae1 — prea = €} — 3erez + ez

E, de forma mais geral, sendo A\ = [A1, A2, ..., \x] temos que

k
PA = Dl A = PauDro DA = | [ oo
1=1
- (2.22)
pa = (DM ey, + Z (=)™ ' pr,—mem-
m=1

A transicao entre a base monomial e a base de soma de poténcias é um pouco mais

complicada. Seja A = [A1, A2,..., A\x] uma particdo com k& < n. Dado o conjunto de
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variaveis x1, o, ..., Ty, a funcdo monomial simétrica
m}\ = m[)\l)\g,...,)\k](l‘l? $2’ ttt 7xn)
e ., . A\ A .. ..
nessas variaveis ¢ a soma do mondmio x7'x5* ---x.* com todos os distintos monomios

obtidos pela permutagao das varidveis. Por exemplo, com A = [2,1,1] e n = 4:

2 2 2 2
M[2,1,1] =T1T2T3 + T1T5T3 + T1T2T3 + T1T2T4
2 2 2 2
+ X125%4 + 122X, + TIT3T4 + T1T3T4

+ xlxg:):i + x%x3x4 + x2x§x4 + $2$3$Z.

Em particular, quando A = [k], temos a soma de poténcias [38]
n
My = pr(T1,72,...,70) = Z:pf
i=1

Da equagao acima, fica claro que, para qualquer caso, po(x1,x2,...,T,) = n.

Para cada particio A = [\, A2, ..., \g] = [1112%2... k%] com k < n, onde ¢; indica a
quantidade de vezes que um inteiro aparece na particdo, a funcdo simétrica monomial

aumentada [44] é definida como

TTL)\ = T?L[/\L)\Q’m’/\k](m'l, Loy ... ,.%'n)
:tl!tg! --~tk!m>\ (2'23)
= )\!mA.

Uma maneira simples de expressar a funcao simétrica monomial aumentada em ter-

mos de soma de poténcias é dada por [44]

LLLPNIO VIS A Rl YR LLIDVID PIND PRIEY
k—1 (2.24)
- E :m[)\lr--,Ai—ly)\i+>\k:)\i+1:-~~)‘k—l]'
=1

onde m e p sdo fungdes de n varidveis, n > k.
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2.3 Polindmios de Jack

Os polinémios de Jack sao outra familia de fungoes simétricas homogéneas, que de-

pendem de uma particao e de um parametro a.

Seja © = (x1,...,oN) um conjunto de varidveis e A uma particdo de comprimento

¢(A) = m < N, o polindomio de Jack C/(\a) (x) satisfaz as seguintes propriedades [38][19]:
1. o polinémio é escrito como

C’ia) (x) = dkxi‘lxg‘z .- + termos de ordem menor

onde d) é uma constante dada por

£(N) 1 £(N)
B b N i
dy =n! Z1_[1 v =it )] jlll()\z Aj+ g —i).

2. C/(\a) é uma autofuncao do operador diferencial

N N 2
0?2 r; 0
A Z§ 2 02 i 0
; J Bx? o j;l xj — xp 0T;

J#k
3. A normalizagao de C’/(\a) ¢ fixada pela condicao

(w1 4+ +ay)" = Y V().
AFn

AN
Para o caso em que x = (1,1,...,1) = 1V, temos
AN o
Q) (N oMM N
C,(\ ) (1Y) = (@) [a
Ix A
a2‘)\| A | E(A) i N 1 ' .
= (a‘) ‘ HH (04_04(1_1)_'_]_1) (2.25)
I i=1j=1
oMl

) H (N=(—-1)+a(i—-1)).

INT Ggex
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Esse é um resultado particularmente importante para a segao . Sua conexao com o
Diagrama de Young fica evidente se usarmos a definigao ([2.4])
i (1) = Il IT (N +c2) (2.26)
A T (@) iy /e '
IN Giex
Os casos mais interessantes dos polinémios de Jack sdo quando oo = 1 e o = 2, pois
reduzem-se as fungoes de Schur sy e aos polindmios Zonais, respectivamente. Para esses
casos temos [40)]
(@) IAI2/d3, sea=1;
12012 /day,  se a = 2.

Existem defini¢oes equivalentes do polinomio de Jack que levam a diferentes norma-
lizagoes. A definicao ‘C’ serd 1til porque surge na teoria das fungdes hipergeométricas
de argumento matricial. As outras defini¢bes sao as normalizagoes ‘P’ e ‘J’. A primeira
tem coeficiente d) = 1 (polindmio monico) e a tltima possui o coeficiente do mondémio

T1Z9 - - T) igual a k.

Normalizagao Propriedade basica Valor para z = 1V
_ (a) (@) (NY _ 2PN rve
C (14 +ay)" = Ze(ﬁ)?zv a7 (z) Y (1Y) = @ [ ]5
J coeficiente de z1 - - - xp é k! J/(\a) (lN) = ol [g i
. A . a . [Al
P dy =1 (polinémio monico) P)Ea) (1V) = C?m/\) %]i

TABELA 2.6: Normalizagoes dos polindémios de Jack. Adaptado de Dumitriu et al.
(2007)

As relagoes das normalizagoes ‘P’ e ‘J” com a defini¢ao ‘C’ sao [42]

o N Q) (a

(@)

« j [0

Os polinémios de Jack podem ser escritos na base de fung¢oes simétricas monomiais

AL A A
m,\(a;) = Z xaixag T xo’%' (228)
ceCN
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C J P
DAL oA
C el 7
]; ) d(\a)
G5
J PESIEYT c(\, a)

d(\a) 1
P alMA|! c(\«a

Z

TABELA 2.7: Conversoes entre as trés normalizacoes para os polinomios de Jack. Adap-
tado de Dumitriu et al. (2007)

de modo que [19, [38]
o =3 o\ me. (2.29)
o<\

Os coeficientes v§ | podem ser calculados recursivamente [42]

(o) (@)
Uno = ) () Z ((l + t) - (lj - t)) U

T Po s<pg

(
P
i s (n-1-26-n).

onde o = [l1,..., L., L, .. ly), p=[l,..., i +t,....,[; —t,...,lp] e p tem a pro-
priedade de, quando apropriadamente reordenado, estar entre o (estritamente) e A em

ordem lexicografica.

Duas identidades dos polinomios de Jack sao essenciais para nosso desenvolvimento.

A primeira é [19]

i J

! Y (2.30)
_ Ix C(Of)( )C(a)( )
=2 AT

Fazendo y; = 1 na equacdo acima, (2.30]), obtemos

N (o)

H(1 _ xi)% = Z Mcf\a)(x)cf\a)(lN)
i=1 A ’
(a )C(a)( )
-X[7], Fn

A

(2.31)
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que pode ser escrita como um determinante

(a)
b __ (a) C)\ (ZE)
(det(1— X))~ = ; o] A (2.32)
A segunda identidade afirma que
(TrX)" = (21 + a2 +...+an)" = Y O\ (). (2.33)
[A|l=n

Usando a expansao em série da fungao exponencial em conjunto com a identidade acima,

2-33),

00 n 00 (a)
TrTX _ (Tr X) _ Cx (z)
D D DB Dl (2:34)
n=0 n=0|X|=n
encontramos (@)
v Y (x)
X =3 An! . (2.35)

As séries ([2.32)) e (2.35) sao casos particulares de fungoes hipergeométricas (2.37b)) e
(2.37a)).

Exemplo: polinomios de Jack para [N <3

— (@) _
Al = 1{ P(1) = mpuj

P(a)
N=29 B
P[1,1] = mp]

= Mg + T35 M)

(@) _
Py = mpz) + 55,1 + (e (rrza) ML
=39 PEY) = mp + s5mp

() _
Piiig = M)

Exemplo: diferentes normalizacoes

(@) _ 6
Pog =M+ 5 MLy
Jf;fi] = (24 a)mpyy + 6mp 1)
() b« 36
Cen = 15202 T T 0@ 1 a) "L
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2.4 Funcao Hipergeométrica de Argumento Matricial

A funcao hipergeométrica qu(a) (@1,...,ap;b1,...,bg;x) é definida pela série [45][46]
(@ @) - a3 O3 (@)
oy (al,...,ap;bl,...,bq;x):Z ) 1@ b 1@ A (2.36)
o [Da]37 - [bgly

desdequebj—é(i—l)>0para1§j§qel§i§N.

As propriedades de convergéncia da funcao hipergeométrica sao:

e se p < q a série (2.36) converge absolutamente para todo x € CV;

e se p = ¢+ 1 a série converge absolutamente para |z| < p, para alguma constante

positiva p;

e se p > q+ 1 a série diverge a menos que termine.

Alguns resultados para a fungao hipergeométrica [19]:

o @)
oy @) =3 F =" (257
- !
(@) () O3 (@) a
1Py (a52) =) [al oY = det(1 —z)7%, (2.37b)
: !
a (@ V)
\F! )(a;b;x):z (Aa) A\/\\' , (2.37¢)
A [b])\ )
a (@B O ()
(b x) =Y A](Q)A A\A\' . (2.37d)
A ¢ '

Percebendo que a partir do limite

(a) ala+1)---(a+n—-1)

lim ~2* = lim =1 (2.38)
n—oo n—o00 amn
temos (@)
lim 9 (2.39)
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podemos escrever a relacdo de confluéncia

1
lim gFl(a) (a,b;c; —x) = lim

b—o0 b b—o0 X [C]g\a) ’)\“
i S [ B ()
b S [ O AR (2.40)
[ o (@)
A [C](Aa) AL
= 1F1( )(a;c,a:)

De maneria analoga

lim 1 F1 () (a; ¢; 193) = oF1 () (c;2). (2.41)
a

a—o0

A funcao hipergeométrica gFl(O‘)(a,b; c;x) é solugdo da equacao diferencial parcial

holonémica [21]

N
O*F 1 1 oF
Z{xi(l—mi)ax?—l— c——(N-1)- <a+b+1—a(]\f—1)) :r] 8%}
=1 ) . oF (2.42)
=S il @) OF _ W0
« r; —xj O,
#J
Para N = 1 obtemos a equagao diferencial hipergeométrica usual
d°F dF
x(1— aj)@ +c—(a+b+1)z] e abF’ (2.43)
cuja solugao é escrita como
RN - (@)n(b)n 2"
o F1 (a3 by c;x) = nz:% 0. (2.44)

Motivados por (2.40) vamos fazer x; — x;/b e dividir (2.42)) por b

g:{mi(l—a;)zz;—i— [c—i(N—l)—(l—i—ll)(a—i—l—i(N—l)))xi]25}

i=1 7
S ()5
ai# T; — X

<1 _ ?) 5 NabF.

(2.45)
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Tomando o limite b — oo obtemos a equacao diferencial satisfeita pela fungao 1 Fj (@) (a; c;x)

45, [46]

S {ef + o av-n-=] 51} »

i#j
2.5 Resultados de Kaneko

Em seu artigo [21], Kaneko estudou a seguinte generalizagao da integral de Selberg:

N M
Kn(A1, A2, \; 1) / N:):HH( — tg) H]wz—xj\)‘Hx)‘l (1—x) (2.47)

i=1 k=1 1<j

Na auséncia de variaveis ¢, o que corresponde a M = 0, o valor da integral Ky é

dado pelo resultado de Selberg [21]

SN (A1, A2, A) —/ deH\xl—xﬂ Hx/\l 1—£UZ

ﬁr (1+i3)PM +1+ (i — 13T + 1+ (i — 1))
T+ )T+ A +2+ (N +i—2)3) '

(2.48)

=1

Kaneko mostrou que a integral Ky (A1, A2, \;t) satisfaz um sistema holonémico de
equacoes diferenciais parciais [2I], o que o permitiu concluir que Ky estd relacionada

com as fungoes hipergeométricas de argumento matricial da seguinte maneira:

Kn(A1, A2, A ) = Sn (A1 + M, Mg, \) x

x oy (2) <N ;;()‘1+M);t

K (2.49)
M+X+M+1)+N-1 >

>

Analisando a generalizagao da integral de Selberg percebemos a relagao dos
resultados de Kaneko com a teoria das matrizes aleatdrias (TMA). Com excegdo do
produtério duplo, o integrando é a fungao de densidade de probabilidade do Ensemble de
Jacobi, onde 8 = A. Com os parametros A1 e A2 0 Ensemble de Jacobi é a generalizacao

dos Ensembles de Hermite, de Laguerre e o Circular.
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Usaremos essa relagao para calcular médias de quantidades de interesse para o nosso

trabalho nos Ensembles de Jacobi e, também, de Laguerre.

2.5.1 Ensemble de Jacobi

Outra generalizacao da integral de Selberg estudada por Kaneko foi:

1 N M N
_2
| @ T TT0 it [l -y Lo (1 - ™
0 i=1k=1 i=1

1<j

SN(/\l,)\Q,)\)X (250)

A A
XQFl(%) <2N,2(N—1)—|—A1—|—1;)\(N—1)+A1—|—)\2+2;t1,...,t]\/[>.

Uma consequéncia importante de (2.50) é uma expressao para a média do polindémio de

Jack C’g\a) (z) no Ensemble de Jacobi, cuja distribuicao de probabilidade é dada por:

N
1
SO, Lo =l L =™, 2.51)

i<j i=1

De fato, substituindo (2.30]) e (2.37d) em (2.50]) e usando (2.25)), obtemos

(2/8) (2/8)
(2) ’lﬁ“am”‘ [gN}R [g(]\f—l)—l-)\l-f—l}’i
G (@) = e (2/8
J ok AN = 1) + A1+ A2 + 2],

(2.52)
(2/8)
[g(N—l)—l—Aﬁl} 2
— K CHB
[B(N — 1) 4+ A1 + Ap + 2| %P

am.

Fazendo o = 2/f3, concluimos que a média do polinémio de Jack para o peso de Jacobi
é [21]

LN =1+ +1]9

_ [a( ) 1 ]n @ Cf(;x)(lN). (253)

T [A(N=1)+ M + X +2]

K

(C(@))

Uma abordagem para obtencao de expressoes fechadas para observaveis de transporte
que explora o resultado (2.53)) e, também, o fato de que qualquer polinémio simétrico
pode ser escrito em termos de polinémios de Jack foi desenvolvida por Macédo e Macedo

em [35].
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2.5.2 Ensemble de Laguerre

Podemos seguir passos semelhantes para o Ensemble de Laguerre, definido por

N
1 B
B A —2x;
7”%—3; ||a:ie2’. 2.54
Zn (A1, B) i<j‘ i pale (254)

Para escrever expressoes andlogas a (2.50) e (2.53)) considere a transformacao x; —

Lt — g% e A2 — L em (2.47)) [3], obtendo

o[

% Al A B x; L
[t ol i (- 27)
i=1

i=1k=1 1<j
SN(N-1) N(1+M+XA1)
- <2L> ’ <2L) Sn(M + M, L, ) x (2.55)
B B
@ (_ N2 Bt Btu
X oF1 ( 5()\1+L+M+1)+N B()\1+M)’2L""’2L )

Da equagao ([2.48|) para a integral de Selberg

3 —N(+A+(N-1)5)
() Sn(A1, A2, B)

2
IJ_V[ P14+ (- 15) (2.56)
>\17 .
Z:1I‘<2+/\1+)\2+(N+2—2)§)
Usando a aproximacao de Stirling
T(z) ~ V212" 2¢ 7 ; |z] > 1 (2.57)
podemos escrever
r (1 + L+ (i— 1)§> N JEALp(-D)E 1 L
r (2 +M+L+(N+i-— 2)%) LAt (N+i=2)5 =5 L (2.58)
1

T ot (VDE
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Dessa forma, para L > 1,

SN()\lv )\25 B) ~ ZN()\l, ﬁ)L_N(l—i_)\lJr(N_l)g). (259)

(5 —N(1+A+(N-1)5)
2)

Tomando o limite L — oo em ([2.55)) e usando

9 N(1+M+A1+(N-1)8)
Jim. <L> Sn(M + M, L,B) = Zy(M + M, B) (2.60a)
lim (1 - ’gzy = 5T (2.60D)
LhigOQFl(M (a;;L;c;gg) =17 (a;¢;1) (2.60c)
temos

0 N M N
/ deHH(xi_t’“)H|xi—$j\BHx?1e*§ri
0

i=1k=1 i<j i=1 (2.61)

Zn(M +M75)1F1( ) <—N;;()\1 +M)§t17---;tM> :

[

Definindo a média sobre o peso de Laguerre por

— 1 = . |8 5 X — S
U= g f, 4o f@ - op Tl (2:62)

obtemos um resultado ttil para o desenvolvimento da segao

™

N M
<H H(fcz _tk)> = Wlﬂ(g) (-N; g()‘l +M)§t1,~~,tM> . (2.63)
i=1k=1 ’

Também podemos, de maneira semelhante ao que fizemos para o Ensemble de Jacobi,

substituir (2.30) e (2.37d]) em (2.50) e usar (2.25)), mas dessa vez mantendo a forma
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integral de (2.53))

/ dNz O H\azz—xﬂﬁl—[azh (1 — )
0

1<J
- (a) 2.64
[LV D+ 1} 200
- K COAN) SN (A1, A2, B).
i @
[ F AL+ Ao+ 2}

Seguimos com as transformagoes, como em (2.55)), x; — 5 TeX—L

LN (@) 3 M 5951
; d*zC) (a:)H|xz—a:j] Ha:

1<j
9 \NO+M) /9 N(N—1)§
||
=L ()
1
[N =1+ X+ X +2],7 LY g

Tomando o limite L — oo

/ Ny Ol ()nyl—:mﬁﬂxhe X
0

i<j - (2.66)
= Zn(\1,B) B(N — 14+ + 1] C@ (M),

K

concluimos que a média do polinémio de Jack no ensemble de Laguerre é

<C,ga>(x)>L - [;(N —1)+ A+ 1] « oM. (2.67)

K

2.6 Teoria de Matrizes Aleatorias

Ao longo dos ultimos anos a Teoria de Matrizes Aleatérias (TMA) proporcionou ferra-
mentas poderosas para investigar o transporte eletronico através de cavidades balisticas
(pontos quanticos). A densidade dos autovalores é de particular importancia porque suas
flutuagoes se manifestam globalmente no especto das propriedades de suas estatisticas,
o que é fundamental para problemas matematicos ou fisicos que requerem analise pro-

babilistica.
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Neste trabalho estamos interessados em ensembles rotacionalmente invariantes repre-
sentados por matrizes N x NN, para as quais a densidade de probabilidade conjunta dos

N autovalores x; pode ser escrita como

P(z1,...,zN) H |z — xklﬁ Hw (x5), (2.68)

]<k
na qual 8 é o indice do ensemble (8 € {1,2,4}), w(z) a funcdo peso e Z,(B,N) é
a constante de normalizagao. Os valores de 8 correspondem a ensembles de matrizes
reais simétricas (8 = 1), complexas hermitianas (f = 2) ou quaternionicas auto-duais
(8 = 4). Os ensembles classicos da Teoria das Matrizes Aleatérias correspondem as

seguintes fungoes peso:

w(x) = e /2 —00 <z < 00 Ensemble Gaussiano (2.69a)
w(z) = e %zt x>0 Ensemble de Laguerre (2.69b)
w(z) = 2% 1(1 — 2)/? 0<z<l1 Ensemble de Jacobi (2.69c¢)

A constante de normalizagao Z,(8, N) pode ser calculada através da integral de

Selberg

Sn(a,b,c) / d"tha M=) P -ty

1<j

) (2.70)
H F'(a+jo)T'(b/2+ 1+ je)T(1+ (j + 1)c)
o a+b/2+1+(n+j—1) T(c+1)
e suas generalizagoes. Em particular, temos:
N T (1452
Zo=c(B,N) = 20" ]| r(i+4) (2.71)
j=1 T (1 + %)
N— .
2o (5.N) H (a +JB/2T((j +1)B/2) -

- I'(8/2)

ZwEJ(IBaN) = SN(O[’%IB/2) (273)
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Em aplicacoes fisicas, comumente estamos interessados em estatisticas lineares nos

N autovalores: N

A= fm). (2.74)

i=1
Existem métodos para calcular, em principio, os momentos e cumulantes de qualquer
estatistica linear para o Ensemble de Jacobi, mas apenas de algumas para o Ensemble de
Laguerre. Menos é conhecido para as estatisticas nao lineares, que envolvem produtos

de diferentes autovalores. Por exemplo, a seguinte varidvel aleatéria:

N
T =perm(¥) := > [ ¢n(@i)- (2.75)
TeEGSN 1=1
onde Gy é o grupo simétrico e a soma é sobre as permutagoes m dos N primeiros inteiros,

{1i(y)} é o conjunto de N funcoes dadas e ¥ é uma matriz N x N com elementos

(Vi(xj))1<ij<n -

As médias para o Ensemble de Jacobi correspondem aos momentos dos autovalores de
transmissao de uma corrente elétrica através de uma cavidade balistica. Os momentos
negativos do Ensemble de Laguerre sao os momentos da densidade dos autovalores da

matriz de tempo de retardo de Wigner-Smith.

2.6.1 Matriz de Espalhamento

Considere uma cavidade cadtica aberta de dimensoes mesoscopicas com Ni e No
canais eletronicos nos dois guias conectados. Quando o sistema é levado para fora do
equilibrio, pela aplicagdo de uma diferenca de potencial, é estabelecida uma corrente
através da cavidade que demonstra flutuacao dependente do tempo, associada com a

granularidade da carga do elétron, que persiste mesmo a temperatura zero.

Idealizamos esse sistema de espalhamento como consistindo de uma regiao de in-
teragdo compacta, ou seja, uma regiao de volume finito, e de canais através dos quais

essa regiao é acessivel e onde a propagacao das cargas € livre.

Restringindo o movimento das particulas a regiao compacta, temos um problema de
estados ligados, onde o espectro é discreto. Ao acoplarmos os guias, muitos dos estados

ligados tornam-se ressonancias, que podem dominar o processo de espalhamento.
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Representamos a regiao de interacao pelas fungoes ortogonais ¢, (1 € {1,...,M}),
e os canais pelas fungoes de onda x.(E), (c € {1,...,N}), onde E é a energia total.
Os estados dos canais nao desaparecem na regiao de interacao, mas sao ortogonais as
funcoes de onda dos estados ligados, (x.(E)|¢u) = 0 para todo E, c e ju. Nessa base, o

Hamiltoniano total tem a forma [23], 47]

N
H= Z |‘PM>HW {pul

r=1

M N
+ZZ/8 dE(Ixc(E)) Wye (X (E)]) (2.76)

p=0 c=1

N 0o
N z_; / dE |xe(E)) E (xo(E)| .

na qual €. é a energia limiar no canal ¢. Quando F > &, dizemos que o canal estd
aberto. O primeiro termo do Hamiltoniano envolve a matriz H de dimensao M x M
que descreve o acoplamento dos estados ligados. O segundo termo contém a matriz W
de dimensao M x N de acoplamento entre os canais e estados ligados. O terceiro termo

é diagonal nos canais.

2.6.1.1 Sistemas fechados: Ensembles Gaussianos

A matriz H é hermitiana e seus elementos sdo numeros aleatérios independentes
e de distribuicdo Gaussiana. Essas propriedades caracterizam o Ensemble Gaussiano.
Existem trés classes fundamentais de simetria, também conhecidas como classificacao de
Dyson, dependendo se os elementos de H sao numeros reais, complexos ou quatérnios,
caracterizados pelo indice 8 = 1,2 ou 4, respectivamente. Essas classes representam os
graus de liberdade dos elementos da matriz H e estdo sumarizadas na tabela[2.8] Classes

adicionais estao enumeradas na tabela 2.0

De uma maneira geral, um ensemble de matrizes Hermitianas estd distribuido na

forma

P(H) o e ATV(H) (2.77)

na qual V é uma fungio de H. A escolha de V(H) < H? [48], um potencial parabélico,

garante a normalizagdo da distribuicao de probabilidade e corresponde ao Ensemble
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B8 SRT SRS H,, U

1 sim sim real ortogonal
2  nao - complexo unitario
4 sim nao quatérnio real simplético

TABELA 2.8: Trés classes classicas de simetria dos Ensembles Gaussianos, classificadas

pelo indice 3, dependendo da presenca ou auséncia de simetrias de reversao temporal

(SRT) e rotacao de spin (SRS). H,, sao os elementos da matriz hermitiana H e U é a
matriz formada pelos autovetores de H. Adaptado de Beenakker (1997)

Gaussiano, também conhecido como distribuicao de Wigner-Dyson [10][49],

P(H) o e B(3&) M1 (2.78)

Seja Ej, (j € {1,...,M}), os autovalores da matriz M x M hermitiana H e U a
matriz dos seus autovetores. Para encontrar a distribuicao dos autovalores F;, usamos
o0 jacobiano entre os elementos de volume dH e os elementos de volume de dU e [] ; AEj,

respectivamente para a matriz U e para os autovalores E;, [50]

M M
dH = dUJ(E;) [[dE; . J(E) =[] |E: - E;I”. (2.79)
j=1 i<j

O elemento de volume dU corresponde a medida invariante de Haar nos grupos ortogonal,
ou unitario ou simplético. Isso significa que dU é uma medida inica que é invariante sob
a transformacao U — VUV’, onde V é uma matriz ortogonal, ou unitdria ou simplética

arbitraria.

O elemento de volume dU corresponde a medida invariante no grupo correspondente.
A distribuicao do autovalores E; é dada por
N

P(E;) o J(Ej) [ e V5
j=1

M N
= CH |El — Ej|ﬂ He_ﬂV(Ej).
7j=1

1<j

(2.80)

Essa distribuicao tem a forma da distribuicao de Gibbs

N
P(E;)=exp( 8 In|Ei - Ej| - 8> V(E;)|. (2.81)
j=1

1<j
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Em ([2.80) o jacobiano J(FE;) causa a repulsao entre os niveis £ e E;, proporcional a
|E; — Ejlﬁ . O potencial V impede que o sistema se separe. Esse sistema é chamado de
Gas Coulombiano, porque a repulsao logaritmica é equivalente a interacao coulombiana

entre duas linhas de carga idénticas e paralelas [48][7].

2.6.1.2 Sistemas abertos: Ensembles Circulares

Para estudar o espalhamento de elétrons precisamos calcular a matriz de espalha-
mento S. Essa matriz precisa ter dimensao muito menor que H. Cada linha e coluna
da matriz de espalhamento representa um diferente canal e os elementos S;; fornecem a
probabilidade de que um elétron entrando na cavidade através do canal i saia através
do canal j, (i,j € {1,...,N}). A matriz S nao é hermitiana como o hamiltoniano H,
mas sim unitaria

SST=1. (2.82)

O hamiltoniano H é relacionado & matriz de espalhamento S através da formula de

Weidenmiiller [2], 4]:
S(E)=1—-2miWl(E - H+inWWh~w. (2.83)

Chamamos o termo H — inWW1 de Hamiltoniano efetivo nao-hermitiano Heyy.

A matriz W acopla os M niveis de energia da cavidade aos N (N < M) canais
de espalhamento. Ela pode ser escolhida como diagonal retangular, cujos elementos da

diagonal sao dados pela férmula [4] 23]:

w; = LA(Q—FiiQ\/l—Fi). (284)

TI'QFZ‘

Nessa féormula, (2.84), I'; é a probabilidade de tunelamento do canal i (i € {1,..., N}).
Para o caso em que o acoplamento é perfeito (balistico) temos I'; = 1. O coeficiente A é
o espacamento médio entre os niveis, que é a distancia média entre os niveis de energia

adjacentes no bulk da distribuicao de niveis de energia.

A densidade de estados é determinada pela matriz de espalhamento através da se-

guinte equagao [51]:
i d
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Das equagoes (12.83]) e (2.85)) obtemos uma expressao para a densidades de estados no
nivel de Fermi (E = 0) em termos do hamiltoniano

po =Tt ([1 - 2mWT(HCTff)*1W} WTH;CZ;CW) . (2.86)

Assim como a distribuigdo de Wigner-Dyson descreve o Hamiltoniano H do sistema
fechado, o Ensemble Circular [7] fornece as propriedades estatisticas da matriz de es-
palhamento S para sistemas abertos e consiste de matrizes unitarias. E uma elegante
ferramenta matemadtica idealizada por Freeman Dyson. Em contraste com as matrizes
hermitianas, as matrizes unitdrias formam uma variedade (manifold) compacta, nao
sendo necessario introduzir o potencial V' para garantir a normalizacao da sua distri-

buicao de probabilidade.

Uma matriz S de dimensdo N x N do Ensemble Circular possui autovalores e*® com
0<¢; <2mej=1,...,N, enquanto os autovetores formam uma matriz ortogonal
(8 = 1), ou unitaria (8 = 2) ou simplética (5 = 4). A distribuigdo uniforme de S
implica a distribuicao
B

elPi — i%i (2.87)

P(¢;) <[]
ij

para as fases ¢; dos autovalores, que representam os niveis de energia. O espagamento
médio entre esses niveis é A = 27/N. Uma propriedade importante da universalidade
da teoria das matrizes aleatérias é que, no limite N — oo, as estatisticas das autofases

¢; sao as mesmas daquelas dos niveis de energia F; do Ensemble Gaussiano.

O Ensemble Circular caracteriza sistemas onde os processos de espalhamento sao
igualmente provaveis, sujeitos as restrigoes de simetria. Considerando a abordagem de
Landauer-Biittiker [14] [52H54], assumimos a defini¢ao usual de S, na qual os coeficientes
da funcao de onda dos elétrons entrando e saindo da cavidade estao relacionadas pela

matriz de espalhamento

S = (2.88)

t

onde (t,t') e (r,r'") s@o as submatrizes de transmissao e reflexdo entre diferentes canais.

A teoria prevé que muitas quantidade de interesse experimental sdo representadas

por estatisticas lineares nos autovalores da matriz N x N hermitiana ttf, com N =
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min(N7, N2). Por exemplo, a condutancia e a poténcia de ruido de disparo adimensionais

sao dados respectivamente por:

G = Tr(tth),

P =Tr <ttT(1 — tt*)) :

A TMA é conhecida por ser bastante efetiva ao descrever flutuacées universais em
cavidades abertas. A suposicdo mais simples é a de que a Matriz de Espalhamento
S pertence ao ensemble de matrizes aleatéria unitarias. Assumindo pontos de contato
balisticos, uma abordagem de méxima entropia leva a distribuicao de probabilidade de
S a ser uniforme dentro do grupo unitario, ou seja, .S pertence a um dos Ensembles

Circulares.

A condigao de unitariedade induz uma certa densidade de probabilidade conjunta nos
autovalores de transmissao T; da matriz t¢7, da qual as estatisticas de interesse experi-

mental podem ser, em principio, obtidas. Essa distribuicao de probabilidade conjunta

tem a forma de Jacobi ([2.69¢))

N
1
PTy,....TN) = ———V1ITs = TP T[T (1 — Ty)"/? 2.

onde os indices § e v caracterizam, para cada categoria, as diferentes classes de simetria

apresentadas na tabela 2.9/ e a = §(|N1 — N3+ 1). Ainda na tabela temos que

Os autovalores T; sao entao variaveis correlacionadas, com valor entre 0 e 1, e possuem
uma interpretacao em termos da probabilidade de um elétron ser transmitido através de

um dos canais.
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Categoria Classe g ~ SRT SRS SPB SSR U S S
Wigner-Dyson Al 1 0 +1 1 0 0 U(N) vtu R
Wigner-Dyson A 2 0 0 - 0 0 U(N) U C
Wigner-Dyson ~ AIl 4 0 -1 0 +1 1 U@eN) JUTJ U H
Quiral Al 2 0 0 - 0 1 U@2N) % Uz, U C
Quiral BDI 1 0 +1 1 +1 1 SO(2N) % UTs.U R
Quiral cm 4 0 -1 0 -1 1 Sp(4N) X.U'S.U H
Bdg D 2 -1 0 0 +1 0 SO(2N) U R

Bdg cC 2 1 0 1 -1 0 S,(2N) U H

Bdg DIII 1 -1 -1 0 41 1 SO@4N) JUTJ'U R

Bdg CI 4 2 41 1 -1 1 Sp(4N) X.U'S.U H

TABELA 2.9: Tabela de Cartan. Dez classes de simetria dos Ensembles Circulares,

classificadas pelos indices 5 e «, dependendo da presenca ou auséncia de simetrias

de reversao temporal (SRT), rotacao de spin (SRS), particula-buraco (SPB) e subrede

(SSR). S, sdo os elementos da matriz unitdria S. Adaptado de Nishigaki et al. (2003),
Fulga et al. (2012) e Jacquod et al. (2012).

2.6.1.3 Comentarios

A partir de (2.89) podemos, em principio, obter todas as quantidades de interesse,

como:
N
G = Z T; (condutancia) (2.90)
i=1
N
P = ZTZ(l -T;) (poténcia de ruido de disparo) (2.91)
i=1
L
M, = ¥ Zl " (momentos) (2.92)

Foérmulas para a média, variancia e distribuicao completa da condutéancia e da poténcia
de ruido de disparo sao conhecidas e vélidas para um nimero arbitrario de canais abertos

e qualquer classe de simetria (.

2.6.2 Matriz de Tempo de Retardo

Os diversos observaveis relacionados ao tempo de retardo sao obtidos a partir dos

elementos da diagonal e dos autovalores 7y, ..., 7y da matriz de tempo de retardo (ou
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de Wigner-Smith) (1.5)) [22] [55].

A abordagem da Teoria das Matrizes Aleatérias para o tempo de retardo é baseada na
representagao da matriz de Wigner-Smith em termos do Hamiltoniano nao-hermitiano
efetivo Heys de sistemas abertos ([2.83)), que descreve a dependéncia da energia da matriz

de espalhamento, permitindo sua diferenciagdo em ({1.5)):

95 _ 0
OF ~ OF

= |2miWH(E — Hepp) W]

[1 —2miW(E — Hepp)~ IW] (2.93)

Brower, Frahm e Beenakker [26] demonstraram que, para cavidades cadticas com con-
tatos ideais, os inversos dos autovalores da matriz de tempo de retardo estao distribuidos

de acordo com o Ensemble de Laguerre

BN
P(yiy...,9N) = 5 ) H‘% ’Yk‘ﬁne 27'H’Yz 2 (2.94)
j<k

onde Z,=;, é a constante de normalizacdo no peso de Laguerre (2.72) e ; sdo os in-
versos dos tempos proprios T;, ou seja, v; = 1/7;. Portanto, os tempos préprios sao os

autovalores da matriz de tempo de retardo

s 0
Q=V VT, (2.95)

0 ™

na qual V' é uma matriz unitaria. Para demonstrar essa diferenca representaremos a

matriz de espalhamento S como

e2im 0
S=U Ul = Ue®ut (2.96)
0 e2iN
onde © = diag(2n,...,2ny) retine os N deslocamentos de fase e U é diferente da

matriz V. A partir dessa representagao, deduzimos a seguinte forma para a matriz de

Wigner-Smith:
00 out out
U—yut + (U U
@= oF S oF )S - ok (2.97)
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O primeiro termo de (2.97)), que envolve a diagonalizagao da matriz de espalhamento,

retine os tempos parciais

00 . - - on;
8—E—d1ag(7'1,...,TN) , TZ—QaE,

(2.98)

que sao caracteristicas intrinsecas da matriz de espalhamento, independente da base.
O segundo termo é controlado por U, ou seja pela escolha da base. Essa é a origem
da diferenca entre tempo parcial e tempo préprio. A hermiticidade Q@ = Q' segue da

unitariedade de S.

2.6.2.1 Tempo parcial

A diferenga entre tempo préprio e tempo parcial é importante porque, sendo os
tempos parciais derivadas dos autovalores da matriz S, eles sdo propriedades intrinsecas
do processo de espalhamento, enquanto o tempo préprio depende da escolha da base
em que S é representada. Embora esses tempos nao coincidam de maneira geral, eles

satisfazem a regra de soma
9 N N
— iho o Indet S = > F= 2 7 = N1 (2.99)

=1

onde N é o numero total de canais de espalhamento nas guias,
N=>"Nj (2.100)

n é o numero de guias, cada uma com N; canais de espalhamento, e Ty é o tempo de

Wigner.

2.6.2.2 Tempo de Wigner

O tempo de Wigner é definido como:

N P
mw(E) NTr <S 95 NTrQ. (2.101)
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Um aspecto importante por tras do conceito do tempo de retardo é sua ligagao com
as propriedades espectrais de sistemas abertos com espectro continuo. A conexfo entre

propriedades espectrais e de espalhamento [56][22][57] estabelece a relagao (unidimensi-

L 1 sende(F)
/0 delbp(@)? = o <TW(E) + QE) | (2.102)

onal)

O lado esquerdo da equagao acima estd relacionada a densidade de estados local (DoS)

(2] 5(E — H) |) = |op(a) " (2.103)

Desta maneira, a equacao (2.102)) mostra que o tempo de Wigner fornece uma medida

do DoS no intervalo [0, L] e pode ser escrita na forma mais geral [58]

_ gt
1 05 S s>’ (2104

L
E)= | dep(z,E)= —Tr (S22
pLE) /0 e, B) =50 r( 0E T 4E
que também se aplica a situagOes mais gerais. Hssas igualdades sao conhecidas como
relagoes de Krein-Friedel [59] [56]. Em regime metdalico, podemos negligenciar o termo
Tr(S — ST)/4E e reescrever a equacio (2.104) como

p(E) ~ Ly (STaS> =

5 °F TrQ, (2.105)

1
—Tr
2mh
tornando evidente a relagao e a importancia do tempo de Wigner. Essas relacoes foram

ferramentas cruciais, usadas por Bittiker, para descrever as propriedades de screening

[54] [53).
Em particular, de (2.105]), a média de 7y sobre uma janela estreita de energia é

2mh

(rw) = (2.106)

na qual p é a média da densidade em torno de E. De (2.106]) determina-se a escala de

tempo fundamental de sistemas quanticos, o tempo de Heisenberg

21h
Ty = 2mhp = %, (2.107)
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Sendo assim, concluimos que a média do tempo de Wigner, em unidades do tempo de
Heisenberg, é

(Tw) = == (2.108)

2.6.2.3 Comentarios

Em contraste com as estatisticas de espalhamento, apenas alguns resultados para os

momentos e cumulantes das estatisticas lineares do tempo proprio existem na literatura.

Um método para determinagao sistematica dos cumulantes do tempo de Wigner foi
proposto por Mezzadri e Simm [30], para todas as classes de simetria e qualquer nimero
de canais abertos, usando uma equacao diferencial ndo linear para sua funcao geratriz.

Os autores apresentaram explicitamente os quatro primeiros cumulantes.

Expressoes para a média do tempo de Wigner e o momento generalizado da matriz
de tempo de retardo,

1 1
Mnl,nz,.,, = NTI' QnINTI‘ Qn2 ey (2109)

foram dadas por Novaes [27] usando matrizes aleatérias, mas apenas para 3 = 2.
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Estatisticas Lineares da Matriz de

Tempo de Retardo

Utilizando Teoria de Matrizes Aleatdrias, Novaes em [27] apresentou estatisticas li-
neares nos autovalores da matriz de tempo de retardo e estendeu seus resultados as
médias dos momentos generalizados, uma estatistica nao linear. O método utilizado
conseguiu resultados gerais e compactos, mas restritos a classe de simetria § = 2. Neste
capitulo, baseados no trabalho de Macédo e Macedo [35], apresentaremos resultados para
as trés classes de simetria de Dyson. Também demonstraremos que esses resultados sao

equivalentes aos de Novaes.

3.1 Introducao

Um conceito util para caracterizar os aspectos temporais do processo de espalhamento
é o tempo de retardo, presente na matriz de Wigner-Smith [22,55]. Seus autovalores
sao os tempos proprios Ti,...,TN € seu traco normalizado é o tempo de Wigner .
Essas quantidades contém informacoes sobre o tempo que uma particula passa dentro
da regiao de espalhamento e a distribuicdo conjunta do inverso dos tempos proéprios,

vi = 1/7;, é dada pelo Ensemble de Laguerre (2.94) [26].

43
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A distribuigao (2.94]) pode ser resolvida através da técnica de polindmios ortogonais

[3] para determinar a densidade dos autovalores [26]:

= 2 ()20 (4 )n!
)= E S @)

onde LYY 6 o polinomio de Laguerre generalizado [60]. Substituindo v = 1/7, aplicando

o jacobiano 1/72 e normalizando, obtemos o densidade dos tempos préprios:

Apesar da distribuicdo para os tempos préprios ser conhecida, as propriedades es-
tatisticas da sua soma, o tempo de Wigner, continuam desconhecidas. Apenas as distri-

buigoes para um e dois canais foram deduzidas em [28] e [29], respectivamente

o) = Gy e 33)

_BPRIGB/) yerny (B41 N o
80 = S o g L X

onde U(a,b; z) é a fungdo de Kummer, também conhecida como funcao hipergeométrica

confluente 1 F} ([2.40).

Resultados para as estatisticas lineares da matriz de tempo de retardo, para todas as
classes de simetria e qualquer niimero de canais abertos, foram demonstrados por Mezza-

dri e Simm em [30] utilizando um método para determinagao sistemdtica dos cumulantes
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do tempo de Wigner. Os autores forneceram explicitamente os quatro primeiros cumu-

lantes:

TH

(Tw)e = N (3.5a)
472
2\ _ H
(nww—N%N+JXNﬁ_m (3.5b)
96 73
3y _ H
Tiv)e = BN TV + DVE—2) (NG =) (3:5¢)
96(53N2—68N —156) T ) -1
NI (N+3)(N+2)(N+1)2(N—2)2(N—4)(N—6) p=
4\ _ 12(53N2—77) 1 . _
(Wle =\ v ey B =2 (3.5d)
12(53N2+34N—39)74 . —4
NI (NF3)(N+2)(N+1)2(2N-1)2(N-1)(2N=3) ’ g =

O método apresentado usa uma equacao diferencial nao linear como funcao geratriz e a

complexidade dos resultados cresce com N.

Novaes em [27], usando TMA, calculou expressoes gerais e compactas para a média

do tempo de Wigner (observe que para n = 1 temos (1) = 7p)

ny_ Ty p IV

e para a média dos momentos

Y L = VN A
o = () (3.7)

vélidas apenas para S = 2. Diferente dos resultados de Mezzadri e Simm, a complexidade
dos resultados de Novaes cresce com n, o peso da particao A usada como parametro. Ele
também demonstrou solucao para momentos generalizados, uma estatistica nao linear
do tipo

(M ) = (G TrQULTEQ™ ) = (M M), (3.8)

Neste capitulo estudaremos as estatisticas lineares e o momento generalizado. No

préximo analisaremos a estatistica nao linear do permanente.

Na secao seguinte desenvolveremos um método valido para qualquer S com com-
plexidade crescendo apenas com o comprimento do parametro de particao ¢(A\) = n e

apropriado a implementagao computacional.
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3.2 Meétodo da Funcao Geratriz Hipergeométrica

Inicialmente estamos interessados em quantidades do tipo (3.8)), que estao relaciona-

das com as somas de poténcias da seguinte maneira

1 1 1
MM,)\Q,-” = WPA(Q) = Np)q (Q)Nph (Q) R (3'9)
na qual A = [\, Ag,...] é uma particao de algum inteiro |A|.

Podemos expandir os py, na base de fungoes simétricas elementares a partir da relagao

de recorréncia [3§]

k
Pixiag,... ) hk] =PAiPxo P, = Hp,\i
= (3.10)

Ai—1
P =(=DY " Niex, + > (D)™ 'pa—mem.
m=1

E as fungoes simétricas elementares podem ser obtidas a partir da funcao geratriz

N N
[Tt —20) = S (~1)e;eV
i=1 j=0
N (3.11)
= Z(—l)N Ten—jt!
j=0

A segunda forma acima é particularmente ttil. O fator (—1)N pode ser eliminado,

resultando em N

N
[[i—t)=> (-1)en_;t. (3.12)
j—1

i=1 J

N
—~
~
~—
I

Assim, a funcgéo simétrica pode ser determinada por

en = 20| (3.13)
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A partir de (3.12)) podemos deduzir que o produto de fungoes simétricas elementares

é gerador por

M

M N
Z@E) =TI —t) =[] T[] (-1 *en—jti

1=1k=1 k=1jp=1 (3 14)
_ Jit..t+j ) L4t M
_Z...Z(_l) 1 Men e en_jyt) -ty
Ji M
e de (3.13) que o produto das fungoes simétricas elementares pode ser escrito como

(_1)j1+...+jM Hirt-+im

gl j ]
Jitegmt O] - 0t

Z(t)

EN—j1 " EN—jur = (3.15)

t=0

Dessa maneira, a média de um produto de fungoes simétricas elementares num ensemble
é
(fl)jﬁ-----l—jM HirtFim

- — . (3.16)
Jitegmt 0ty -0ty

<€N*j1 T eN*j]M> =

onde

<HH i — th > (3.17)

i=1 k=1

A equagao (3.17) pode ser escrita em termos da func¢ao hipergeométrica. Como ponto
de partida, considere o resultado de Kaneko ([2.47}[2.49)) (usaremos a notacao de Kaneko):

1 N M
/dNa?HH( — tg) H]w,—x]|)‘Hac’\1 1—z)

0 i=1 k=1 i<j

— Sn(A1 + M, Ao, \)x (3.18)

2 2 -
><2F1(;)( 7)\()\1+A2-|—.M+1)+N—1;)\()\1—f—M);75>.

Seguindo os passos da secao chegamos ao seguinte resultado para a média no

Ensemble de Laguerre (12.63))

I

Al Zn(M+M.B) (e 2 ,
<HH x; — g > WlFl(Q) (—N,B()\l—i—M),tl,...,tM) (3.19)

i=1k=1
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mostrando que, em termos da fungao hipergeométrica, a funcao geratriz (3.17) é

U(f) = ZNZ(]AVl(;f\g; 9 k(3 (N;;

()\1+M);t1,...,tM> . (3.20)
Agora precisamos adaptar o resultado (3.16]) para calcular a média do produto das
funcoes simétricas elementares sobre os inversos das varidaveis. Para isso, considere a

identidade [19, p. 168]:

em(z™t) = meN_m(x). (3.21)

Com ela, o produto das funcoes simétricas elementares nos inversos das variaveis pode

ser dado por

1

o1 o) N (x)en—jo(z) - en—j, (). (3.22)

€ (x_l)ejz(x_l) Gy (x_l) = (

Para calcularmos a média desse novo produto, incorporamos o termo 1/(z1 - - - zx )™
ao produtério do Ensemble de Laguerre (12.54))
1 N B
B M—M _—Cx;
— Ti— T x; e 27, 3.23
ZN()‘DB)EI 1 ]‘ E 7 ( )

Com isso podemos usar o resultado (3.16) no limite \; — A; — M para determinar
a média do produto das fungOes simétricas elementares nos inversos das variaveis no

Ensemble de Laguerre:

(ej, (@™ ejy () ey, (7))
_ Zn(M — M, B) (3.24)

Znon.B) (en—ji (T)en—j, (z) - en—jy () N

Como ilustragio, antes de generalizarmos, vamos analisar o caso particular (e1(z~1))

como exemplo da aplicacao de (3.24) (em unidades do tempo de Heisenberg t — 7xt)

—1yy _ Zv(—1.5)
(er(z™)) = Zn 0 ) (en-1(z)) N
_ Zva=L.6) <_5 )
Zn(M1, B) f%\p(t) =0/ Ix = —1
DO [0 2O (2
- ZN()\laﬁ) ot ZN(>\1,,8) 15 N’B()\1+1)’THt t=0 )\1—>)\1—1‘
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Sabendo que a funcao hipergeométrica confluente tem série
a
1Fi(a;et) =14+ —t+...
c

e usando a parametrizacao do tempo de retardo (2.94)), A\ = N3/2, concluimos nosso

exemplo com

(e1(z1)) = ﬁNMH
(er(z7h)) = 7a. (3.25)

Seguindo com a generalizacao, mantendo a parametrizacao do tempo de retardo,
percebendo que as constantes Zy se anulam ao aplicarmos o limite \y — A\ — M e

usando a identidade (2.37¢), criamos uma nova fungao geratriz

B
w(tla"th) - 1F1(2) (_N7N7THtluaTHtM)
) b (3.26)

Os polinomios de Jack, por sua vez, podem ser escritos em termos de fungoes mono-

miais simétricas ([2.29))

C,(f‘) = Z v,(f/z my. (3.27)
A<k
onde o somatdrio corre sobre todas as partigoes A com mesmo peso que k (|k| = |\|) e

menores ou igual a k (A < k). Sendo assim, a nova fungao geratriz passa a ser dada por

00 (a)
v =YY% %“ vgjgmk(f) (3.28)

|k
n=1 kkn A<k

onde definimos

Com as conclusoes da generalizacao e usando (3.16} |3.28]), temos que a média (3.24))

pode ser reescrita como

(_1)j1+~~.+j1»1 Girt+im

{ej(@ Nejy(x™) - ejy (a7h)) = TR atg&;w(”ﬂ_' (3.30)
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Percebendo que as derivadas acima irdo anular qualquer termo de (3.28) em que A\ #
[71,--.,7um], ficamos apenas com as parti¢oes xk maiores ou iguais a X = [j1,...,jam]-
Calculando as derivadas da funcao monomial em A

oI .

Wm/\(t) =jl g (3.31)
Lot .

cancelamos os fatoriais no quociente de (3.30)).

Finalmente, chegamos ao principal resultado do nosso trabalho, uma equagao para
a média de fungoes simétricas elementares nos inversos das variaveis no Ensemble de

Laguerre:

—_1)\IAl
=1 \i\)! > | (3.32)

K=

Como uma aplicagao do método, nds criamos rotinas no Maple para calcular o valor

médio de quantidades polinomiais como os momentos (3.7))

1
(M) = Sy (@) (3.33)
o0s momentos generalizados
1 1 " ne.
<M7l1,n27---> - W<pn1 (Q)pn2(Q)> Ng(/\) <TI'Q TI‘Q : > (3'34)

ou qualquer cumulante do tempo de Wigner (3.5a)) através da relagao de recorréncia

() = (Mia) — i(”‘l) e Mo, (3.35)

para qualquer classe de simetria 5.

As rotinas expandem essas quantidades em termos de fungoes simétricas elementares

usando a relagdo de recorréncia (2.22) e, em seguida, aplicam a equacao (3.32) nas

expressoes resultantes.

A seguir estao alguns exemplos de resultados particulares, calculados com o auxilio

da biblioteca Maple (apéndice que desenvolvemos.
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Exemplo 1: Momentos

(M) = TWH
2723
Ma) = Mg D)
) - oy @39

(NB—4)(NB—2)(N+2)(N +1)
2(11N?8+13NB —26N +2) N73y33

M) = (N5 6) (NG 0) (NG B —2) (NG —2) (N +3) (N1 2) (N + 1)

Exemplo 2: Momentos Generalizados

N?B+NB—-2N +2) 7%

N2(NB—2)(N +1)

 2(N?B42NB—4N+4)738

(Mza) = N(NB—4)(NB—2)(N+2) (N +1)

(N2 +3N332 —6N3B +2N28% — 6 N?F + 8 N> + 12 NS — 24 N 4 16) 73,

(M) = (

Miaa) = N3 (NB—4)(NB—2) (N +2) (N +1)

(3.37)

Exemplo 3: Cumulantes do Tempo de Wigner

(rfy)e = ok
2\ _ 471%1
(v)e = 3 (NB—2)(N+1)

3 967’131
<TW>C =
N3 (NB—4)(NB—2)(N+2)(N+1)
967 (53N3B% 4+ 121 N?3? — 242 N2 4 66 N 3% — 418 N3 + 264 N — 156 3 4 312)

4
e N*(NB—6)(NB—4)(NB+B—2)(NB—2)" (N +3)(N+2) (N +1)*

(3.38)

3.3 Formula Geral da Média para (§ = 2

3.3.1 Tempo de Wigner

Aqui mostraremos que nossos resultados implicam uma expressao para a média do
tempo de Wigner e também que essa expressao é equivalente a encontrada por Novaes

em [27].
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A media do tempo de Wigner, em termos de soma de poténcias, é definida como

() = <52 00 (@), (339

que pode ser reescrita na base de fungoes simétricas elementares (note que A = [1"])

(Tiv) = m([el(Q)m- (3.40)

Usando a equagao (3.32) para as médias dos monomios das fungdes simétricas ele-

mentares em ([3.40) (aqui trocamos x por A para seguir a notagao usada por Novaes):

A
ny_ 1 —TH>” [N @
(i) =0 ( N 2 [NTtw Ux 0
[

AFn
A
THQ\M 1 —N](a)
(N) o i [N

onde [x}f‘a) é a generalizagao do rising factorial e de [40] usamos

o orw) /o 2 AMP2/d3, sea=1;
.7)(\ ) = 2112 9( ) ) = ’ | / (3'42)
uk|A| h ‘2>\|!2/d2>\, se a = 2.
Substituindo (3.42) em (3.41]) e fazendo a =1 (8 = 2)
N
n 1
(i) = Z W,Q [N]?l (3.43)
n 1 7-H 2 N]A
- N7 pl Zd N]* (3.44)

AFn
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Percebendo que

=1 «

Uy A

=[Iv¥]] <—N - +j- 1)
i=1 j=1
A i—1

=11 (—1)<—N— +g—1>
i=1j=1
) N B

=1I11 <N +——j+ 1)
i=1j=1

= V)Y,

« s . ~ . . . ~
onde [N ]g\ ) 6 a generalizacao do lowering factorial, encontramos a seguinte expressao

compacta para a média do tempo de Wigner

(i) = ]\;L:f%;di%; (3.45)

Esse ultimo resultado é similar ao de Novaes:

ny TN 2 IV
(riv) = % ;% Ny (3.46)

As diferengas sao o tempo de Heisenberg e a inversao da razao entre as generalizacoes

dos factorials.
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[N]x # [N]*

N} 7 [Ny ©8 somatorios sao iguais. Ou seja

Nés mostraremos a seguir que, embora

N] [N]*
E)\I—n [J Z)\)—n NL

> i ZHHNT3

)\I—n AFni=1 j=1
_1 N+i—3j . 1N+ifj
_;l:[ljli[lN—Z—l—j—'_ ”+i1j[1jli[1N—z’+j
B - N+i—j ! N+i—3j
_21;[131;[1]\7—2—%] +£[1]1;[1N—2+j
1 n . . n 1
N—-j+1 N—j+1
= — +-
HHN+]_Z Jl;[lzl;[lN—l—j—z
N +
—ZHHNgf
)\)—n] 1:=1
_Z Q.E.D
AH‘L

Finalmente, usando o tltimo resultado e a relacdo 77 /N = 7p, onde 7p é o tempo

de permanéncia classico [27], em (3.45]), obtemos

(7} = g )" > N (3.47)
A=
N p N
=t %dw\m (3.48)

que ¢ igual & (3.46)), como queriamos demonstrar.

3.3.2 Momentos

Nossos resultados também implicam uma expressao para a média do momento equi-

valente & encontrada por Novaes (3.7)).
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Das identidades de Newton [3§], temos (também poderiamos usar a relacdo de re-

corréncia (2.22]))

e1 1 0 0o ... 0
262 €1 1 0 “. 0
pn = det 3es €9 el 1 ... 01, (349)
_nen €nh—1 €n—2 €Epn—-3 ... 61_
de onde podemos ver que
p1L=e1

pr=e1’ —2e
p3:€13—361€2+3€3
_ 4 2 2
ps=e1" —4dei“ea+4dejes+2ex” —4dey

ps = e1? — 561362 + 561263 + 561622 —b5ei1eq —Heges + Hes

Para calcular a média de cada soma de poténcias aplicamos a equagao (3.32)) sobre

cada monomio dos polinémios acima:

(p1) = (e1)
(p2) = (e1?) — 2 {e2)
(p3) = (e1®) — 3 (erez) + 3 (es)
(pa) = (e1?) — 4 (e1%ea) + 4 (e1e3) + 2 (e2?) — 4 (eq)

(ps) = (e1®) — 5 (e13e2) 4+ 5 (e1%e3) + 5 (e1e2?) — 5 (ere4) — 5 (ege3) + 5 (e5)
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Executando as médias (a seguir exibirei apenas o lado direito dessas expressoes e nao

incluirei py e ps porque as expressoes sao muito longas):

(_1)1 a, o
T’Yl V1,1
(_1)2 a, o a, o fo «
T (72 Va2 ~ 2720 F 7[12}”[121,[12})
(=1)°
3!

«

211,013 ~ 32V ) T 7ﬁ3]”ﬁ3]7[131>

)

('Y??U?,[la] -3 'Ygé”?,[z,l] +3 7??7}??,3 + ’YFQIJ]U

Agora, fazendo aw = 1 (equivalente a 8 = 2) e calculando os coeficientes vff;) simpli-

ficamos as expressoes:
('
1!

(—1’)/1 + 1’}/[12})

(Im)

(=1°
3!

(1y3 = 272,17 + Iypa3))
(—1)*

4l
(=1)°
5!

(=1 + 331 — 3Y2,12) + 1’7[14])

(1vs — 41 + 6y(3,12] — 472,13 + 1yps)

Exibi apenas o lado direito das expressoes para que fique evidente que os coeficientes
dos v formam um triangulo de Pascal com sinal alternante. Percebendo isso, podemos

rescrever as expressoes da seguinte forma (removi ps):

o (r())
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Do padrao que surge e aproveitando o fato de termos apenas particoes do tipo Hook

[n— k, lk], podemos escrever uma expressao generalizada para as médias:

n n—1 n—
o) = SE S (") s

k=0

(DR e (m D [N )
- TL' k::O( 1) k [N][n—k,lk] (NTD)

n—1
1 k(1= 1\ [Npnr1y n
_mk=0<_1) ( k )[N]["_k’lk] W)
(Nt s, k= 1 V] kak
ol kzo( Dk [N]ln—F,1%]

[N][nfk,lk] [N+k’]n

A seguir demonstraremos que, para particoes Hook, V]I 1F] = [NoR simplifi-

cando ainda mais a expressao encontrada acima:

N MUN 40— 1))
{N}izgﬁf[}v*HJ A =[n— k1000 = k+1

B [N]n_k[N+1]1...[N+k:—1]1[N+I<:]
~[N]PRIN — 11 [N — k+ 1] [N — k]!
B [N]n_k(N+1)...(N+l<:—1)(N+l<:)
O IN]PR(N —=1)...(N =k +1)(N — k)

Abaixo expandirei o primeiro termo do produto acima:

[Nlpetw N(N—=1)...(N—n+k+2)(N—n+k+1)
N(N+1)...(N+n—-k—=2)(N+n—k-1)

[N, (N+k)(N+k—1)...(N+k—n+2)(N+k—n+1)
[N} (N—-k)(N—-k+1)...(N-k+n—-2)(N—k+n—1)
N+ k],
=N & Q.E.D

O cancelamento de termos entre o numerador e denominador nos da a expressao
acima. O numerador e denominador sao a definicao do lowering e rising factorial de

N+ ke N —k em n termos, respectivamente.
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n—1 [N—k]" __ Zn—l [N+k]n

k=0 [N4En — 2<k=0 [N—R]" (interessante perceber

Também demonstraremos que »

como o N percorre os produtos):

[N—k‘]n_N(N“_l) ( —1—|—n—1)(N—|—n—1) E=0

N+ NN-1)...(N+1-n+1)(N-n+1) =
(N—1N...(N—1+n—1) =
TNTON (Nt 1ont 1) o
+.
(N+1-n+1)...N(N+1) k=n—2
(N—1+n-1)...N(N—1) -
(N—n+1)(N+1-n+1)...(N—1)N k1

N+n—-1)(N-1+n-1)...(N+1)N

Perceba que o alterando a ordem dos termos do somatério e, também, do produtério em

cada termo obtemos exatamente a expansao de Zz;é {%fgﬁ Sendo assim, podemos

escrever a expressao generalizada da média (p,,) como:

(” - 1> m (3.50)

NTD

(pn) =

'M'

Utilizando a equagao (3.33) com esta iltima (3.50)), temos que a média do momento
(M,,) é dada por

n—1n—-1 n— _ In
o) == S (" ) e | (351

k=0

que é exatamente a equagao encontrada por Novaes em seu artigo [27], através de um

método diferente.

3.4 Conclusoes

O trabalho que nos chamou atencao para o problema do tempo de retardo foi o artigo
de Novaes [27]. Nele foram obtidos resultados compactos para quantidades de interesse,

mas apenas para [3 = 2.
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Pesquisando a literatura em busca de resultados semelhantes, encontramos o artigo
de Mezzadri e Simm [30] no qual os autores derivam uma equagao diferencial nao linear
que caracteriza a funcao geratriz dos cumulantes do tempo de Wigner, para todas as
classes de simetria de Wigner-Dyson. No entanto, além de utilizarem um método nao
usual, os resultados possuem complexidade que cresce com N, o nimero de variaveis de

integracao.

O resultado de Novaes nao possui esse problema, com complexidade crescendo apenas

com o comprimento do parametro de particao £(\) = n.

Buscando uma solucao com as qualidades dos dois métodos, adaptamos a abordagem
desenvolvida por Macédo e Macedo em [35], onde as estatisticas de contagem de carga

no transporte quantico utilizam uma funcgao geratriz hipergeométrica.

Dessa maneira, alcangamos o objetivo pretendido de estabelecer um método para cal-
cular médias de quantidades envolvendo os autovalores da matriz de tempo de retardo,
o qual é valido para qualquer 8 com complexidade crescendo com n e apropriado a im-
plementacao computacional. Uma biblioteca Maple foi escrita implementando o método

e usada neste trabalho.



Capitulo 4

Estatisticas Nao Lineares da

Matriz de Tempo de Retardo

Em [36] Luque e Vivo apresentaram estatisticas nao lineares dos permanentes nos au-
tovalores de matrizes aleatdérias invariantes, com resultados especificos para o ensemble
de Jacobi para as trés classes de simetrias de Dyson. De maneira semelhante, apresenta-
remos os resultados para o ensemble de Laguerre nos inversos dos autovalores, ou seja,
as estatisticas nao lineares para os autovalores das matrizes de tempo de retardo. Com
a equacao de Luque e Vivo, encontrada em termos de hiperdeterminantes para
B = 2, obtivemos uma férmula geral a partir da qual derivamos casos particulares
. Utilizando o método da funcao geratriz hipergeométrica, determinado no
capitulo[3] derivamos na se¢ao [4.3| resultados para qualquer /3 com o auxilio da biblioteca

TDP.

4.1 Introducao

Brower, Frahm e Beenakker em [26] mostraram que, para cavidades cadticas com
pontos de contato ideais, os inversos dos autovalores da matriz de tempo de retardo de
Wigner-Smith [22, 55] estao distribuidos de acordo com o Ensemble de Laguerre
[2-94).

Resultados para as médias e cumulantes de estatisticas lineares dos tempos proprios
ja existem. Um método para determinagao sistemdtica dos cumulantes do tempo de

60
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Wigner
1 N
1=

foi proposto por Mezzadri e Simm em [61] para todas as classes de simetria e qual-
quer nimero de canais abertos, usando uma equacao diferencial nao linear como funcao

geratriz. Os autores forneceram explicitamente os quatro primeiros cumulantes.

Expressoes para as médias do tempo de Wigner e dos momentos generalizados da

matriz de tempo de retardo
1 ny 1 o
Mnl,’I’LQ,... = NTI' Q NTI' Q .o (42)

foram dadas por Novaes em [27] utilizando matrizes aleatdrias, mas apenas para [ = 2.

Na secao nés definimos, usando resultados de Kaneko [21] e de Macédo e Macedo
[35], o método da fungao geratriz hipergeométrica que permite o célculo da média de
qualquer estatistica linear envolvendo os autovalores da matriz de tempo de retardo,
incluindo o tempo de Wigner, os momentos generalizados e os cumulantes do tempo de
Wigner, para as trés classes de simetria e qualquer niimero de canais abertos. Aqui,

para obter as médias de estatisticas nao lineares, estenderemos esse trabalho utilizando

seu resultado principal ([3.32)

_ 1 a), (a
(ex@™) = o 2w (43)
K=\
(a)
(@) _ _Inl [Nk
’YF\Z =T K
0y

(a) (a)

no qual v,y sdo os coeficiente do polinémio de Jack, 7y é o tempo de Heisenberg. [N]x

e [N ]?a) sao generalizagoes do falling e do rising shifted factorials [21], respectivamente

Wi
e =TT [+ 2]
=1 o Kiq
(k) Ki
1—1|™
N|F |\ = N —
[ ](a) Z:1|: o :|

O tltimo também ¢ conhecido como o simbolo de Pochhammer generalizado [42].
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Como em [36], usaremos a estatistica dos permanentes, definida por quantidades do
tipo

N
T = perm(¥) := Z H?bw(z‘) (i) (4.4)

TEGN 1=1
onde G é o grupo simétrico e o somatoério corre sobre as permutacoes m dos primeiros

N inteiros, {1;(x)} é um conjunto de N fungoes escolhidas e ¥ é uma matriz N x N

com elementos (¢;(75))1<ij<N -

4.2 Foérmula Geral da Média para [ = 2

A partir deste ponto nosso objetivo é encontrar uma expressao geral para a média

do produto dos autovalores da matriz de tempo de retardo da seguinte maneira
() (4.5)

na qual A; é uma das partes da particio A. Sabendo que os autovalores sao o inverso

das varidveis do Ensemble de Laguerre, 7; = 1/7;, podemos reescrever a média como

(M) (4.6)

o que implica que o conjunto de fungbes do permanente é

Yi(z) = M, (4.7)

Como ponto de partida, iremos usar o resultado principal da segao 2 de [36]

(perm(W¥)) = Zw(];i‘]\[) Z det (/ dx w(m)wa(i)(x)xi+j_2> ISMSN. (4.8)

ceG N
Dado o conjunto de fungées (4.7)) temos de [36] que

(perm(®)) = N1 (37 M - ™) (4.9)

portanto

(Tt mN) = (4.10)
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Substituindo a equagao (4.8) em (4.10]), usando o peso de Laguerre w(z) = e~ T#%z~ 1

compactando Z,=r(2, N) = Z, e resolvendo a integral:

1 o0 L
<7_1)\1 .. '7_]>\\]N>a _ Z Z det (/(; dx xa—)\a(i)—i-z-l-j—?)e—THx)

o€ N 1<4,5<N

1 e i
=~ > det {TH(” MO Lo = Ay £+ j - 3)

2 1<4,j<N
= 7 N, D det [(N = Aoy +i47 =2 1y jen-
T ceGn

Na tltima linha acima fizemos |A\| = n, e « = N + 1 de acordo com a parametrizacao da

equagao (2.94]).

Fazendo z; = (N — A,(;) +i—2) e fatorando (x; +1)! de cada linha do determinante,
temos que cada elemento ij é um polindmio monic em z; de grau 5 — 1, portanto

equivalente ao determinante de Vandermonde A(z), o que leva a

1 1
A A : : .
TH ceGN

N
1 1 i—1
- +1)ld t( : )
Z ot UGZGNil;II(xZ—i_ P () jen

11 N
= Z > @i+ 1)'A)
H

geG N 1=1
11 N |
=~ v 2 @+t [ @i-a)
T cEG y i=1 1<j<i<N
11 N . )
:Em ZH(xz+1)' H (N—)\U(Z)+Z—2—N+)\O—(])—]+2)
T cEGy i=1 1<j<i<N

N
=g 2 e+ TT S +i+ 2 -9)

H oGy i=1 1<j<i<N
Calculando Z,=r(2, N) [27][19]
N

1
Zuw=1(2,N) = —z [ [(NV +i — 1)ta!
TH i1
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e substituindo na ultima expressao, concluimos que a média das estatisticas nao lineares

do tempo préprio é

n
TH

N ] o X
[LL, (N +:i—1)l!

A A
<7_11“.,7_NN> _

ceG N 1=1 1<j<i<N

N .
< > [@i+10 I Frew +i+reg) —4)

(4.11)

A partir de ultima equagao geral podemos calcular casos particulares como exemplos.

Exemplo 1: Média do primeiro momento

Este primeiro caso particular permite comparar resultados existentes obtidos com es-

tatisticas lineares. Com A = [1,0,...,0], e portanto n = 1, podemos calcular a média

do primeiro momento, que é um resultado conhecido.

N+1 . N )
R Tl | ey ) Pt
PN TN (Vi -t 2 N (V=)

N+1

_ (N =) H(N—2+i)!ﬁ il

M5, (vrionra s N L)
N N
(N —1)! ' '
- (N+i—1) ]
val(N+z'—1)u!N1£[1 1;11
|7
B

Exemplo 2: Média do determinante

(4.12)

Com [\; = k V i] podemos determinar uma solu¢ao compacta para a média de qualquer

poténcia do determinante.

TSR e ak i (jET) )
[ (N 4 —1)ldl 2 i—1 N!

N .
_ TI;}NHizl(N —rti-1)!
[TV ,(N +i—1)

TN L
= N ; ~ |
ILo [T (Y +i =)

(4.13)
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4.3 Método da Funcao Geratriz Hipergeométrica

Para usarmos o método da fungéo geratriz hipergeométrica, precisamos expandir a
expressao em termos de fungoes simétricas elementares. Para isso usaremos a seguinte

identidade do permanente [3§]
Aj ~
perm(7;”)1<ij<n = N'my = iy (4.14)

onde my e a funcdo simétrica monomial aumentada [44]. Portanto, a média do perma-
nente é dada por

(perm(®)) = (fy) = N1 {7 ™ - 3™) (4.15)

e a média da estatistica nao linear dos autovalores da matriz de tempo de retardo por

ey = ) (10

Para aplicarmos a equagao (4.3) reescrevemos my na base de fungdes simétricas ele-
mentares. Faremos isso em dois passos. O primeiro é usar a seguinte relagao de re-
corréncia [44] para reescrever a funcao simétrica monomial aumentada em termos de

soma de poténcias

M A2, k] TPATY AL A2, Mg 1]
k-1 (4.17)
- Z LRSIV VRSP VI VHP VIS R VRY £
=1

A segunda é expandir o resultado acima na base de fungoes simétricas elementares

com a relagao de recorréncia abaixo [38]

p[)\l.)\z,... Ak) =PX1PXxs D),

k
= HP,\i
i=1

P =(—1)M ey,

(4.18)

Ai—1
+ Z (_1)m71p)\i—mem-
m=1
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Finalmente, aplicamos a equacao (4.3]) diretamente na expressao resultante. Dessa

maneira, podemos dividir a solucao em trés passos:

1. Usar a recorréncia (4.17)) para expandir a fungdo simétrica monomial aumentada

em termos de soma de poténcias;

2. Usar a recorréncia (4.18)) para expandir a expressao resultante do passo anterior

em termos de funcoes simétricas elementares;

3. Aplicar a expressao (4.3 para a média da fungao simétrica elementar com varidvel

invertida na expressao obtida no passo 2.

Vamos ilustrar o método com os seguintes exemplos, calculados com o auxilio da

biblioteca Maple que desenvolvemos.

Exemplo 3: Média do primeiro momento

Vamos repetir as condigoes do exemplo 1, A =[1,0,...,0].

(Mpo,.0) N
<T1173 ) "T]Qf> = % = ﬁ(mu,o,...,oﬁ

(N —1)! o
= T(pﬁ primeiro passo

(e1)

= — segundo passo

N
2 2
ol .
= N terceiro passo

s

N

TH

N

Exemplo 4: Média do determinante

Nao podemos obter um resultado geral como o do exemplo 2, pois temos que especificar
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a partigdo, mas usaremos condigoes similares com A = [1,1,1,0,...,0] e N > 3.

(Mmpia0,..0) (N —3)!3!
(riTaT3Ty - TN) = [ N L = N (m11,10,..0])

_ (pl = 3pip2 + 2p3)
(N—-2)(N—-1)N
_ 6es)
(N —-2)(N-1)N
2 2
= — (]\:H_ Vii/(]ifvé—%/l))N terceiro passo
(8/2)

3

(N )( - )N
3
TH

primeiro passo

segundo passo

N(N+1)(N+2)|

Como esperado esse resultado é o mesmo que o do exemplo 2 para N = 3 e k = 1.
Exemplo 5: Algo novo

Tornaremos as coisas um pouco mais complicadas, mas nao muito, considerando A =

[2,1,0,...,0].
(m 2,1,0,...,o> N —2)1!
(rirjef - orfy = ettt (WD
= m primeiro passo
= W segundo passo
(B/2) (,6’/2) (6/2) (5/2) (8/2),,(8/2)
Thr (73 3,02,1] ~ 2,1 YR 1})

= — 5 ( N 1) N terceiro passo

s ()
 2(N-1N(B+1)

267%1
(NB—=2)(N+1)(N+2)|

4.4 Conclusoes

Motivados pelo problema do tempo de retardo em cavidades caéticas, nés considera-
mos as estatisticas nao lineares de permanentes no inverso dos autovalores no Ensemble
de Laguerre. Na secao usamos o resultado de Luque e Vivo [36] para obtermos for-

mulas gerais e compactas, mas esse método provou ser inapropriado para implementacao



Capitulo 4. FEstatisticas Nao Lineares da Matriz de Tempo de Retardo 68

computacional por duas razbes. A primeira é a manipulacdo simbdlica nao trivial e a
segunda o crescimento da complexidade com N, ou seja, o nimero de variaveis de inte-
gracao. Na secao usamos o método da fungao geratriz hipergeométrica (se¢ao
que usa fungoes simétricas elementares, sendo apropriado para implementacao computa-
cional e cuja complexidade dos resultados cresce com |\|, nao N. Uma biblioteca Maple

foi desenvolvida pela implementacao desse método e usada nesse trabalho.



Capitulo 5

Gerando Ensembles de Matrizes

Aleatorias

O principal objetivo da Teoria de Matrizes Aleatérias (TMA) é proporcionar uma
compreensao das diversas propriedades de matrizes com elementos definidos aleatoria-
mente a partir de distribuicoes de probabilidade, comumente chamadas de ensembles de

matrizes aleatorias.

Embora a vantagem do uso da TMA esteja na possibilidade de calcularmos quan-
tidades fisicas e matematicas analiticamente, algumas vezes é necessario recorrermos
as simulagdes numéricas. Neste capitulo, seguindo ideias propostas na literatura [34],
implementamos um algoritmo eficiente em Python para gerar numericamente essas ma-
trizes para o ensemble Circular (se¢ao [5.3)), além do método Hamiltoniano [23-25] para
geragao de matrizes de Tempo de Retardo (se¢ao , nao nos restringindo as trés clas-
ses cldssicas (tabela[2.9). Rotinas para os ensembles de Ginibre e Gaussiano (se¢es
e também sao implementadas.

O método proposto consiste em operagoes de Algebra Linear, que implementamos
em Python utilizando a biblioteca NumPy com técnicas de vetorizacao e broadcasting.
Resumidamente, o algoritmo para o ensemble Circular, objeto principal deste capitulo,
possui 5 passos basicos envolvendo (1) a criagao de uma matriz complexa com elementos
aleatdrios, (2) sua decomposicao @R, (3) a criacao de uma matriz diagonal a partir dos
elementos diagonais de R divididos pelos seus médulos, (4) a multiplicagdo da matriz Q

pela matriz diagonal criada anteriormente, que resulta numa matriz distribuida com a

69
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medida de Haar, e, finalmente, (5) a aplicagdo da simetria desejada, correspondente a

uma das classes.

Os resultados obtidos foram aplicados ao problema do transporte eletronico através
de uma cavidade balistica acoplada a dois terminais ideais suportando N7 e Ny canais
abertos. O espalhamento das ondas dos elétrons pode ser descrito pela matriz de espa-
lhamento .S. Essa matriz pode ser substituida por uma matriz aleatéria uniformemente
distribuida no grupo unitario com a medida de Haar e com as simetrias apropriadas,

como as calculadas no algoritmo.

Matrizes de tempo de retardo sao calculadas através do método Hamiltoniano, que
faz uso do Ensemble Gaussiano para a criacao dos Hamiltonianos utilizados na equacgao
de Mahaux-Weindemuller . As matrizes de espalhamento resultantes possuem
dependéncia da energia e podem ser utilizadas na equacao de Wigner-Smith para

a determinacao da matriz de tempo de retardo Q).

Utilizando a hipdtese de ergodicidade, calculamos médias dos observaveis, como con-
dutancia, poténcia de ruido de disparo, tempo préprio, tempo de Wigner, e distribuicoes
completas de propriedades estatisticas (segoes e . Esses observaveis de in-
teresse sao calculados através de ensembles de matrizes S ou @) e estao, por exemplo,
codificadas nos tracos G = Tr(ttT), onde t, dentro da abordagem de espalhamento de
Landauer-Biittiker [14, 52], é a matriz de transmissio e os autovalores de #t! sdo tratados

como variaveis aleatdrias correlacionadas.

Para validar o resultado do trabalho comparamos resultados conhecidos para essas
propriedades com as quantidades obtidas através do algoritmo, concluindo que as ma-

trizes geradas possuem as propriedades esperadas.

5.1 Ensemble de Ginibre

O Ensemble de Ginibre é bastante simples. O espaco das matrizes do Ensemble de
Ginibre é GL(N, C), o conjunto de todas as matrizes N x N invertiveis complexas Z =
(zjk). Os elementos das matrizes sao variaveis aleatérias complexas normais distribuidas

identicamente e independentemente (iid):

L el
p(zjk):;e ikl (5.1)
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Como os elementos sao iid, sua densidade de probabilidade conjunta é:

1 2
P(Z) = N2 H e~ |3l

Jk=1
N
1 2 (5.2)
= WGXP - Z |2k
7,k=1

1
= exp(—TrZ*Z).
7r

De uma maneira geral a implementacao computacional é direta, com excegao das
matrizes com elementos quaternionicos. Poucas linguagens de programacao possuem

suporte nativo a esse conjunto de niimeros.

Mas os quatérnios admitem representagao em termos das matrizes 2 x 2

] 1
IQ = N €] = N €9 = y €3 — . (5.3)

Por exemplo, o quatérnio ¢ = a + biy + ciz + dig (a,b,c,d € R) pode ser mapeado

pela matriz complexa
A =aly + bey + ceg + deg = (5.4)

onde z=a+1bew=c+id.

Podemos generalizar o conceito para uma matriz quaternionica N x N qualquer O,
a qual pode ser representada em termos de uma matriz 2N x 2N complexa () usando a
decomposicao

Q—-Q=0QRL+Q1R®e1 +Q2Rex+ Q3R e3, (5.5)

na qual Qq, Q1, Q2 e @3 sdo matrizes N X N reais arbitrarias. Observe as linhas 8 a 12

do cédigo .11}

O Ensemble de Ginibre é a base para a geragao dos outros ensembles.

5.1.1 Cdbdigo Python
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parametro descrigao

b Indica se os elementos da matriz sao reais (b=1),
complexos (b=2) ou quaterniénicos (b=4).

n A dimensao da matriz

TABELA 5.1: Parametros da fungao ginibre.

1 def ginibre(beta = 1, n = 2):

2 if beta==1:

3 return _np.random.randn(n, n)

4 elif beta==2:

5 return _np.random.randn(n, n) + 1j % _np.random.randn(n, n)

6 elif beta==4:

7 m=mn// 2

8 Q0 = _np.random.randn(_n, _n)

9 Ql = _np.random.randn(-n, -n)

10 Q2 = _np.random.randn(_n, _n)

11 Q3 = _np.random.randn(-n, -n)

12 return (_np.kron(Q0, I2) + _np.kron(Ql, el) + _np.kron(Q2, e2) + _np.

kron(Q3, e3))

5.2 Ensemble Gaussiano

Matrizes do Ensemble Gaussiano podem representar Hamiltonianos de sistemas fe-
chados. Essa caracteristica ja foi discutida em [2.6.1.1] portanto iremos nos concentrar

na implementacao computacional.

O Ensemble Gaussiano inicia a partir de matrizes do Ensemble de Ginibre (linhas 4
a 11 do cddigo |5.2.3]) e para as trés classes clssicas de simetria (A, AI e AII) a tnica
diferenca é a hermiticidade (linha 39 de [5.2.3]).

Para as categorias Quiral e BAG (tabela [2.9) precisamos incluir as restrigoes de
simetria. Vamos discutir essas categorias separadamente seguindo a representacao dos

operadores de simetria de acordo com Fulga et al. [32].



1

2

3

1

Capitulo 5. Gerando Ensembles de Matrizes Aleatorias 73

5.2.1 Classes Quirais

A categoria Quiral é composta pelas classes AIIL, BDI e CII (tabela e, para essa
categoria, sempre aplicamos a simetria Quiral H = —7, H7, (linha 18 de [5.2.3).

Classe AIII: nao possui nenhuma restricao de simetria adicional, entao continuaremos

com as duas restantes.

Classe BDI: possui simetria de reversao temporal H = 7,H*7, e simetria particula-
buraco H = —H*. Pelo fato de termos iniciado a rotina com um Hamiltoniano pura-

mente imaginario (linha 7), nao serd necessario aplicarmos essas simetrias.

Classe CII: também possui simetria de reversao temporal H = o,H*0, e particula-

buraco H = —71,0,H*7,0,. A linha 25 do cédigo ¢ a combinacao dessas simetrias.

5.2.2 Classes BdG

Classe D: possui restricao de simetria particula-buraco H = —H™*, mas o Hamiltoni-
ano foi iniciado como uma matriz puramente imaginéria [62], entdo nao é necessério

aplicarmos as simetrias.

Classe DIII: possui restricao de simetria de reversao temporal H = 7, H*7, e particula-
buraco H = —1,H*7;, mas o Hamiltoniano foi iniciado como uma matriz simplética

(5.5)), entao nao é necessario aplicarmos as simetrias.

Classe C: possui restricao particula-buraco H = —1,H*1,. A linha 25 do cdédigo ¢ a

aplicacao dessa simetria.

Classe CI: assim como a classe C, possui restricao particula-buraco H = —71,H*7, e,
também, de reversao temporal H = 7, H*1,. Podemos ignorar as aplicagao da simetria

temporal por causa da hermiticidade da matriz.

5.2.3 Cdbdigo Python

def gaussian (sym=SymmetryClass.A, n=2, hermitian=False, sigma=1.):

global _C

if (sym in _real_space):
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parametro descrigao

sym Uma das simetrias de Altland-Zirnbauer

n A dimensao do Hamiltoniano (matriz Gaussiana).
Deve ser par para todas as classes, exceto A, D e
Al Apenas para a classe CII deve ser um mtultiplo
de 4.

hermitian Garante (true) ou nao (false) a hermiticidade da
matriz. Foi incluido apenas por conveniéncia.

sigma Varidncia da distribuicao normal dos elementos da
matriz.

TABELA 5.2: Parametros da fungao gaussian.

5 H = ginibre(beta = 1, n = n)

6 elif (sym in _imaginary_space):

7 H=1j % _np.random.randn(n, n)
8 elif (sym in _complex_space):

9 H = ginibre(beta = 2, n = n)

10 else:

11 H = ginibre(beta = 4, n = n)

13 if (sym in _chiral):

| global _C1

15 if (-Cl.shape[0] != n):

16 _Cl = _np.kron(-np.eye(n // 2), el)

18 H= (H+ _Cl.dot(H.dot(-C1)))
20 if (sym = SymmetryClass.CII):
21 global _C2

22 if (.C2.shape[0] != n):

23 _C2 = _np.kron(_np.eye(n // 4), ed)

25 H= (H- (.C2.dot(H.dot(-C2))).conj())
26 else:

27 H = _np.sqrt(2/(-syms_beta[sym]*x2))

29 if (sym in _bdg):

30 if (sym = SymmetryClass.C or sym = SymmetryClass.CI):
31 if (-C.shape[0] != n):

32 .C = _np.kron(_np.eye(n // 2), e2)
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H= (H+ (.C.dot(H.dot(-C))).conj())

H %= sigma

if (hermitian):

H= (H+ H.T.conj()) / 2

return H

5.3 Ensemble Circular

O algoritmo utilizado para criacdo das matrizes circulares foi proposto por Mezzadri
[34]. Ele possui desempenho superior as alternativas, como o método Hamiltoniano ou

a parametrizagao [63], sendo baseado nas propriedades invariantes da medida de Haar.

Gerar uma matriz Z do Ensemble de Ginibre (se¢ao[5.1]) é o primeiro passo para pro-
duzir a matriz aleatéria circular. Segundo Eaton [64], sendo Z uma matriz do Ensemble
de Ginibre e aplicarmos a ortonormalizacao de Gran-Schmidt as suas colunas, a matriz

resultante (Q de Z = QR é unitaria e distribuida na medida de Haar.

Infelizmente, a implementacao do algoritmo de Gran-Schmidt nao é numericamente
estavel. Porém, observando que R é uma matriz triangular superior e invertivel, vemos
que o algoritmo do Sympy realiza, de fato, a decomposicao QR (isso é vélido para
qualquer pacote que utilize os algoritmos das rotinas LAPACK [65]). A maioria dos
pacotes de algebra linear nao implementam essa rotina usando Gran-Schmidt, mas sim

reflexbes Householder, que sao numericamente estaveis.

Com essa ultima observacao resolvemos o problema da estabilidade numérica, mas
encontramos outro. A decomposi¢ao QR nao produz matrizes na medida de Haar porque

a fatoracao nao é unica.

Para resolver esse segundo problema comegamos definindo o grupo de matrizes dia-

gonais unitarias como

A(N) = = diag(e™, ..., e"V), (5.6)
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entao as matrizes

Q=QAN e R =A'R (5.7)

continuam, respectivamente, unitaria e triangular superior. O que implica

Z=QR=QR. (5.8)

Portanto, a decomposicao QR define o mapa multivalorado
QR : GL(N,C) - U(N) x T(N), (5.9)

no qual T'(N) denota o grupo das matrizes triangulares superiores invertiveis.

Precisamos introduzir uma variagdo do mapeamento ([5.9) que seja ndo apenas de

valor tinico, mas também bijetivo, definido como

QR :GL(N,C) = U(N) x I'(N), (5.10)
onde I'(N) = T'(N)/A(N) é o espago da coclasse a direita de A(N) em T'(N), ou seja,
set € T entao At = {\t: X\ € A}.

A principal ferramenta para alcangarmos ([5.10|) é a invaridncia da medida de Haar
sob a multiplicagao e sua singularidade. Portanto, nossa escolha para a decomposicao

precisa ser tal que

Z — (Q,v) entao UZ — (UQ,~) (5.11)
para qualquer U € U(N), mantendo o + inalterado.

Como P(Z) é uma densidade de probabilidade (5.2)), ela é normalizével

P(Z)dZ =1, (5.12)

CcN?

onde dZ = H?fk:l dxjrdyk e zjk = T +1y;k. Entao, se dug ¢ um volume infinitesimal

. 2
ou uma medida em CV”, podemos escrever

duc(Z) = P(Z)dZ. (5.13)



Capitulo 5. Gerando Ensembles de Matrizes Aleatorias 77

A medida do Ensemble de Ginibre é invariante sob multiplicagdo de Z pela esquerda

e direita por matrizes unitarias

duc(UZ) = duc(ZV) = duc(Z), U,V € U(N). (5.14)

Se o mapeamento (5.10) satisfaz a hipdtese (5.14)), entdo ele decompde a medida
(5.13) do Ensemble de Ginibre como

dpa(UZ) = dua(Z)
= du(UQ,v) = du(Q, ) (5.15)

= dpw (Q) X dur(ny(7)

Podemos entao definir os passos para criarmos uma matriz aleatéria unitaria com

distribuicao dada pela medida de Haar:

1. Criar uma matriz Z do Ensemble de Ginibre de dimensao N x N (linhas 5 a 10

do codigo [5.3.4));
2. Alimentar Z na rotina de decomposigao QR, onde (Q,R) é o resultado (linha 12);

3. Criar a seguinte matriz diagonal

711
711

A= (5.16)

TNN
TN |

onde 7j; sao os elementos da diagonal de R (linhas 13 e 14);

4. O elementos da diagonal de R’ = A~!'R sdo sempre reais e estritamente positivos,

portanto a matriz Q' = QA é distribuida na medida de Haar (linha 16);
5. Aplicar a restri¢ao de simetria (tabela apropriada a classe desejada (linhas 18

a 59).

Cada uma das 10 classes de simetria da classificacdo de Altland-Zirnbauer (tabela

sera tratada separadamente nas secoes seguintes.
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5.3.1 Classes de Wigner-Dyson

Classe A: na classificagao de Dyson é chamada de Unitéria (8 = 2) e nao possui qualquer

restrigao de simetria (linha 36).

Classe AI: essa é a classe Ortogonal (8 = 1) e possui apenas simetria de reversao

temporal r = T (linha 29).

Classe AII: também conhecida como classe Simplética (5 = 4), possui simetria de

reversio temporal 7 = —rT e (linha 42).

5.3.2 Classes Quirais

Todas as classes Quirais possuem a restricdo de simetria s = s' (linhas 49 e 59).
Classe AIII: nao possui qualquer tipo de restricao de simetria adicional.

Classe BDI: possui simetria de reversao temporal » = ! e particula-buraco r = r*.
Como essa matriz foi inicializada a partir Ensemble de Ginibre com elementos reais, nao

é necessério aplicar as simetrias (linha 6).

Classe CII: possui simetria de reversao temporal r = aer

oy e particula-particula
r = oyr*o,. Como foi inicializada a partir do Ensemble de Ginibre com elementos
quaternionicos na representagao complexa (5.5) ndo precisamos aplicar as simetrias adi-

cionais (linha 8).

5.3.3 Classes BdG

Classe D: possui simetria particula-buraco » = r*. Como essa matriz foi inicializada a
partir Ensemble de Ginibre com elementos reais, nao é necessario aplicar as simetrias

(linha 6).

Classe DIII: possui simetria de reversao temporal r = —r? e particula-buraco r = —r*.

A tnica diferenga em relacao a classe BDI é o sinal da restrigao (linhas 19 a 26).

Classe C: possui simetria particula-buraco r = o,r*c,. Assim como a classe CII foi inici-
alizada a partir do Ensemble de Ginibre com elementos quaternionicos na representagao

complexa ([5.5)) ndo precisamos aplicar as simetrias adicionais (linha 8).
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Classe CI: possui simetria de reversao temporal —aeray e simetria particula-buraco

r = —oyr*o,. A tnica diferenca em relacao a classe CII é o sinal das simetrias (linhas

29 a 34).

5.3.4 Cdbdigo Python

parametro descrigao

sym Uma das simetrias de Altland-Zirnbauer.

n A dimensao da matriz Circular. Deve ser par para
as classes C, CI, CII, AII e DIII.

charge Invariante topoldgico da matriz. Para as simetrias
D e DIII pode assumir os valores 1 e -1, para AIIl
eBDIdeOaneCIlde0an/2.

TABELA 5.3: Parametros da fungao circular.

def circular (sym=SymmetryClass.A, n=2, charge=None):
if (-syms_beta[sym] = 4 or sym =— SymmetryClass.CI or sym —
SymmetryClass. DIII) :

n = 2x%n

if (sym = SymmetryClass.BDI or sym =— SymmetryClass. DIII or sym —
SymmetryClass.D) :
H = ginibre(beta = 1, n = n)

elif (sym = SymmetryClass.CII or sym = SymmetryClass.CI or sym =—
SymmetryClass.C) :
H = ginibre(beta = 4, n = n)

else:

H = ginibre(beta = 2, n = n)

q, r = _np.linalg.qr(H)

r.diagonal ()
1 =d / _np.absolute(d)

S = _np.multiply(q, 1)

if ((sym = SymmetryClass.D or sym = SymmetryClass.DIII) and charge
not None):
det = _np.linalg.det(S)
if (sym =— SymmetryClass.DIII):
det *= (—=1) *x (n // 2)
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if (charge > 0) != (det > 0):
idx = _np.arange(n)
idx[-1] —= 1
idx[—2] 4= 1
S = S[idx]
if (sym = SymmetryClass.Al or sym =— SymmetryClass.CI):

S =S.T.dot( S )
if (sym = SymmetryClass.CI):
tau_z = _np.array((n // 2) = [1, —1])
idx_x = _np.arange(n) + tau_z
S=1j % tau-z * S[:, idx_x]
return S
elif (sym = SymmetryClass.A):
return S
elif (sym = SymmetryClass.AIl or sym =— SymmetryClass. DIII):
global _J
if (-J.shape[0] != n):
_J = _np.kron(e2, _np.eye(n // 2))

return 1j x S.T.dot(-J.dot(S))
elif (sym = SymmetryClass. AIII or sym =— SymmetryClass.BDI):
if charge is None:
diag = 2 * _np.random.randint (2, size=(n,)) — 1
else:

diag = _np.array(charge * [—1] + (n — charge) x [1])

return _np.dot(diag * S.T.conj(), S)

elif (sym = SymmetryClass. CII):
if charge is None:
diag = 2 % _np.random.randint (2, size=(n // 2,)) — 1
diag = _np.resize(diag, (2, n // 2)).T.flatten ()
else:
charge x= 2
diag = _np.array(charge * [—1] + (n — charge) * [1])

return _np.dot(diag * S.T.conj(), S)

return S
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5.4 Ensemble de Tempo de Retardo

Analisando a equagao de Wigner-Smith (|1.5)) no nivel de Fermi

Q = —ih lim STg‘; (5.17)

vemos que ¢ necessaria uma abordagem para a geracao de matrizes de espalhamento
S com dependéncia da energia para calcularmos o Ensemble de Tempo de Retardo. A

abordagem escolhida é a Hamiltoniana [47].

Isso significa que a matriz de espalhamento pode ser escrita na forma ([2.83))
S=1-2miW\(E — Hyy)"'W (5.18)

na qual Hepp = H — irWWT (linha 16 do cédigo i e o Hamiltoniano H pode ser

representado por uma matriz do Ensemble Gaussiano (linha 6).

Dessa maneira, expandindo a equagao de Wigner-Smith, a matriz de tempo de retardo

é dada por

Q = —ih lim [1 —omiwt (B — Heff)—lw]T [2m'WT(E - Heff)—2w] 510
— _in [1 - 2m'WT(fHeff)—lw}T [mWT(fHeff)*W] .

cuja representagao no cédigo esta dividida nas linhas 18 a 23.

5.4.1 Cdbdigo Python

def timedelay (sym=SymmetryClass.A, n=2, m=160):
h_bar = 1.
delta = 1./n
sigma = _mt.sqrt( m/ (2. _syms_beta[sym]) ) * ((2.xdelta)/_mt.pi)

H = gaussian (sym, m, True, sigma)

global ‘W

global _Wadj

if (W.shape[0] != m or W.shape[l] != n):

W = _np.zeros (shape=(m, n), dtype=float)
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i, j = _np.indices ((W.shape)
W[i=j] = -mt.sqrt (mxdelta) / _np.pi
-Wadj = W.conjugate () .transpose ()

A = 1j*_np.pi*xW.dot(-Wadj) — H

G = _np.linalg.inv( A )

S = _np.eye(n) — 2.%_np.pixlj x _Wadj.dot( G.dot (W) )
ds = 2.%_np.pixlj * _Wadj.dot( (G.dot(G)).dot (W) )

Q = —-1j % h_bar * S.conjugate().transpose().dot(dS)

return Q

5.5 Estatisticas Circulares

Uma matriz unitria sempre pode ser diagonalizada em U(N). Portanto, seus auto-

valores {e'1,...,e"N} pertencem ao circulo unitdrio no plano complexo.

Um célculo classico na TMA consiste em computar correlagbes estatisticas entre os
argumentos ¢; dos autovalores. A funcao de correlacao mais simples é a densidade
de autovalores p(#), chamado de correlagao de um ponto. Como a medida de Haar é
uma distribuicao uniforme, cada autovalor precisa ter o mesmo peso, assim a densidade

normalizada é

p(0) = —. (5.20)

Outra estatistica simples de determinar e que codifica a informacao das correlagoes
espectrais é a distribuicao de espacamento. Para matrizes unitarias ela é definida listando

os argumentos dos autovalores em ordem crescente
61 < 6y <...0n. (5.21)

Os espagamentos normalizados entre os consecutivos autovalores sao

N .
Sj:%(aj_u—ej), ]Zl,...,N. (5.22)
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Ao conjunto dessas estatisticas demos o nome de Estatisticas Circulares. Elas estao

implementadas numa classe chamada CircularStatistics, com uso exemplificado abaixo:

import ufrpe.physics.quantumtransport as qt
cs = gqt.ensemble. CircularStatistics (size=10000, N=100, sym=qt.rmt.

SymmetryClass.A)

3 ¢s.plot_eigenvalue_distribution ()

5

6

8

plt .show ()
cs.plot_phase_distribution ()
plt .show ()

7 cs.plot_phase_spacing_distribution ()

plt .show ()

Na linha 2 calculamos as Estatisticas Circulares de um ensemble de 10000 matrizes
100 x 100 da classe A (Unitaria f = 2). Em seguida, nas linhas 3 a 8, plotamos os
graficos da distribui¢ao dos autovalores no plano complexo (linha 3), da distribuigao das
fases (linha 5) e da distribuigao dos espagamento (linha 7). Os valores numéricos usados
para a montagem dos graficos estdo disponiveis nas propriedades eigenvalue, phase e

phase_spacing da classe.

A seguir estao os graficos resultantes do cédigo usado como exemplo. As linhas azuis
nas figuras e sdo os resultados tedricos para comparagao. Em o resultado
tedrico é dado pela distribuigdo constante (5.20) e em pela conjectura de Wigner

2]

_, D(B/2+1)8*1 ['(B/2+1)?
o) =255+ 1y eXp(‘F((ﬁ T1/2P > (5.23)

5.6 Estatisticas de Espalhamento
Em [2.6.1.2] vimos que as matrizes de espalhamento S possuem estrutura de bloco
S = (5.24)

com matrizes N1 X Ny de reflexdo r e r’ e de transmissao ¢ e t'.

A conservacao de corrente implica que S é unitéria S~' = ST. Como consequéncia

direta da unitariedade temos que as quatro matrizes hermitianas ttf, ¢/¢/f, 1 — rrf e
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(A) Distribuicao das fases. (B) Distribuigao das diferencas de fase.

100

—0.50

-0.75

-1.00 '
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(¢) Distribuicao dos autovalores no plano com-
plexo.

FIGURA 5.1: Estatisticas circulares para a classe de simetria A e dimensao N = 100.
As linhas continuas em (A) e (B) séo os resultados tedricos.

1 — /7T possuem o mesmo conjunto de autovalores T1,T5,...,Tn. Sendo cada um

desses autovalores de transmissao um numero real entre 0 e 1.

Os autovalores de transmissao determinam as propriedades de transporte. A primeira
é a condutancia, que, para baixas diferencas de potencial e temperatura zero, é dada

por (1.2) [14]. Essa equagao é conhecida como férmula de Landauer [14].

A segunda é a poténcia de ruido de disparo. A carga discreta do elétron causa
flutuagoes na corrente dependentes do tempo I(t) = I + §I(t), que persiste mesmo a

temperatura zero. A poténcia de ruido de disparo estd relacionado aos autovalores de

transmissao por ([1.3|) [14].

Essas duas propriedades de transporte chamamos de Estatisticas de Espalhamento,

que sao representadas pela classe ScatteringStatistics, exemplificada abaixo:

1 import ufrpe.physics.quantumtransport as qt
2 88 = qt.ensemble. ScatteringStatistics (size=100000, N1=2, N2=2, sym=qt.rmt.
SymmetryClass.A)
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ss.plot_conductance_distribution (average=True, variance=False)
plt .show ()
ss.plot_shot_noise_distribution (average=True, variance=False)

plt .show ()

Na linha 2 calculamos as Estatisticas de Espalhamento de um ensemble de 100000
matrizes 4 x 4 (N7 = Ny = 2) da classe A (unitaria 8 = 2). Em seguida, nas linhas 3
a 8, plotamos os graficos da distribuicao da condutancia (linha 3) e da distribuicao da
poténcia de ruido de disparo (linha 5). Os valores numéricos usados na montagem dos

graficos estao disponiveis nas propriedades conductance e shot_noise da classe.

Abaixo estao os graficos resultantes do cédigo usado como exemplo. As linhas azuis
nas figuras e[5.2Dsao resultados tedricos para comparagao. O tracejado vermelho é a

média numérica. Ela estd tao préxima da tedrica, tracejado azul, que a esta sobrepondo.

00 01 02 03 0.4 05

(B) Distribuigdo da poténcia de ruido de dis-

(A) Distribuigdo da condutéancia.
paro.

FIGURA 5.2: Estatisticas de espalhamento para a classe de simetria A e dimensao
N =4 (Ny = N3 = 2). As linhas continuas sdo os resultados tedéricos. Os tracejados
verticais sao as médias das distribuigoes.

5.7 Estatisticas de Tempo de Retardo

A matriz de tempo de retardo é hermitiana e seus autovalores sao os tempos proprios

T1572y.+.3TN-

Os tempos préprios sao os tempos de vida de estados metaestaveis e as correspon-

dentes autofungoes ¥; descrevem esses estados metaestaveis.
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Vimos em [2.6.2] que os inversos dos autovalores da matriz de tempo de retardo estao

distribuidos de acordo com o Ensemble de Laguerre ([2.94]).

O tempo de vida medido é a média dos tempos préprios, chamada de tempo de

permanéncia 7p ou média do tempo de Wigner (|1.6]).

As Estatisticas de Tempo de Retardo sao a distribuigao conjunta dos tempos préprios
e a distribui¢ao do tempo de Wigner, implementadas na classe chamada TimeDelaySta-

tistics, com uso exemplificado abaixo:

import ufrpe.physics.quantumtransport as qt

ts = qt.ensemble. TimeDelayStatistics(size=100000, N=2, sym=qt.rmt.
SymmetryClass.A)

ts.plot_proper_time_distribution (average=True)

plt .show ()

ts.plot_-wigner_time_distribution (average=True)

plt .show ()

Na linha 2 calculamos as Estatisticas de Tempo de Retardo de um ensemble de
100000 matrizes 2 x 2 da classe A (unitdria 8 = 2). Em seguida, nas linhas 3 a 6,
plotamos os gréficos da distribuicao dos tempos préprios (linha 3) e da distribuigao do
tempo de Wigner (linha 5). Os valores numéricos usados na montagem dos graficos

estao disponiveis nas propriedades proper_time e wigner_time.

Abaixo estdo os graficos resultantes do cédigo usado como exemplo. A linha continua
(azul) na figura é o resultado da densidade dos autovalores (tempos préprios) (3.2))
para comparacao. O tracejado vermelho é a média numérica. Ela esta tdo préoxima da

tedrica, tracejada azul, que a estd sobrepondo.

Embora o resultado analitico para a distribuicao conjunta dos tempos préprios seja
conhecida para qualquer N, o resultado para a distribuigcao do tempo de Wigner é
conhecida apenas para N = 1, quando coincide com a distribuicao do tempo préprio, e

para N = 2, respectivamente [2§]

B/
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1

2

e [29)
_ BFTT(3(8+1)/2)
T T(B+1I(33+2) (5.26)

« 736+D) 17 (5 ; 1,2(5 + 1);6/7) e A

By(7)

onde U(a,b; z) é a fungdo de Kummer ou fungao confluente hipergeométrica. As médias
para 8 = 1 e f = 4 nao convergem e para 3 = 2 é zero, quando deveriam ser bem

definidas e independentes de 3

TH
(tw) = —=—. (5.27)
N
35 25 S
x
%
30 x X
20 x
25 * Xx i
20 15 x "S-ci
15
10 x
10
x
0s
° 'm
1 x
00 i poq o
0.00 025 050 075 100 125 150 175 200 000 025 050 075 100 125 150 175 200
(A) Distribuicao dos tempos préprios. (B) Distribuigao do tempo de Wigner.

FigurA 5.3: Estatisticas de tempo de retardo para a classe de simetria A e dimensao
N = 2. A linha continua em (A) é o resultado tedrico. Os tracejados verticais sao as
médias das distribuigoes.

5.8 Conclusoes

Como esperado, o algoritmo proposto por Mezzadri [34] para geragao dos ensembles
circulares possui desempenho superior ao Hamiltoniano, usado para comparacao (tabela
5.4). No programa chamamos a abordagem de Mezzadri de Scattering e a Hamiltoniana

de Hamiltonian.

Abaixo estd o cédigo utilizado para gerar uma matriz circular utilizando a abordagem
Hamiltoniana. Na linha 9 vemos a dependéncia do método gaussian, ja descrito na secao

10.2)

def circular (sym=SymmetryClass.A, n=2, m=160):
if ((sym in _symplectic_space) or (sym in _chiral) or sym =—

SymmetryClass .C or sym =— SymmetryClass.CI):
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Categoria Classe Hamiltonian  Scattering
Wigner-Dyson Al 30,28 0,97
Wigner-Dyson A 46,21 0,89
Wigner-Dyson Al 266,01 1,17

Quiral ATIT 393,21 1,17
Quiral BDI 310,04 1,03
Quiral CII 504,14 2,83
Bdg D 33,16 0,74
Bdg C 390,12 2,13
Bdg DIII 303,43 0,96
Bdg CI 397,54 2,46

TABELA 5.4: Comparacdo de desempenho entre as abordagens Hamiltoniana (Ha-
miltonian) e a proposta por Mezzadri (Scattering). Tempo, em segundos, para gerar e
armazenar um ensemble circular com 10000 matrizes 4 X 4 para as respectivas simetrias.

O método Hamiltoniano usa matrizes Gaussianas de dimensao 160 x 160.

m = 2xm

n = 2*n

delta = 1./n

sigma = _mt.sqrt( m/(2.%x _syms_beta[sym]) ) =x

((2.xdelta)/-mt.pi)

H = gaussian (sym, m, True, sigma)
global ‘W
global _Wadj
if (W.shape[0] != m or W.shape[l] != n):
W = _np.zeros (shape=(m, n), dtype=float)
i, j = _np.indices (-W.shape)
W[i=j] = -mt.sqrt (mxdelta) / _np.pi
“Wadj = W.conjugate () .transpose ()

A = 1j*_np.pi*W.dot(-Wadj) — H

G = _np.linalg.inv( A )

S = _np.eye(n) — 2x_np.pixljx_Wadj.dot( G.dot (W) )

return S

A concordancia dos histogramas com as distribuicoes analiticas e com os resultados
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conhecidos é excelente. A figuras [5.4) comparam as distribuigoes da condutancia e as
figuras [5.5] as distribuigoes da poténcia de ruido de disparo, para todas as classes de

Wigner-Dyson (8 = 1,2,4).

As figuras comparam as distribui¢oes dos tempos proprios para a classe A e
N = 1,...,6. Interessante perceber o degrau que surge a cada canal aberto. Nao

encontramos uma justificativa fisica para essa caracteristica.

N1=2

Flg)

N1=3

F1GURA 5.4: Distribui¢des da condutancia. Cada coluna representa uma classe de

simetria, respectivamente A, Al e AII. As linhas representam o niimero de canais abertos

na primeira guia N7 = 1,...,3 e os indices coloridos o nimero de canais abertos na
segunda guia No = Ni,..., N1 + 2. As linhas continuas sdo os resultados teéricos.
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10

Ficura 5.5: Distribuigoes da poténcia de ruido de disparo. As colunas representam

as classes de simetria A,Al e AII, respectivamente. Na primeira guia temos apenas um

canal aberto N7 = 1 e os indices coloridos representam o nimero de canais abertos na
segunda guia Ny = 1,...,3. As linhas continuas sio os resultados tedricos.

N=3

05

02

N=4

08

F1cUrA 5.6: Distribuigoes dos tempos préprios para a classe de simetria A. O nimero
de canais abertos cresce a partir do gréafico superior esquerdo N = 1,...,6. As linhas
continuas sao os resultados tedricos.
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Perspectivas e Conclusao

Algumas ideias foram parcialmente abordadas durante o desenvolvimento deste tra-
balho. Outras se mostraram desafios muito grandes para o curto espago de tempo. Aqui

registramos algumas.

6.1 Singularidade da Variancia do Tempo de Retardo

Vamos assumir uma regiao de espalhamento na qual a dinamica classica é fortemente
cadtica, conectada ao exterior por pequenas aberturas, perfeitamente transparentes. Nas
aberturas existem IV canais abertos, de maneira que as matrizes S e () possuem dimensao

N x N.

Essa regiao de espalhamento, ou cavidade, assim definida, possui uma taxa de de-
caimento classico bem definido I', de tal maneira que a probabilidade de uma particula
ser encontrada dentro da cavidade decai exponencialmente no tempo como e t. A

quantidade 7p = 1/I" é chamada de tempo de permanéncia cléssica.

Quando o comprimento de onda da particula é muito menor que o tamanho da
cavidade, as matrizes S e @) sao fungoes da energia fortemente oscilantes, sendo vantajoso
uma abordagem estatistica. Uma dessas abordagens é a TMA, onde ¢é feita a hipbtese
de que S se comporta como uma matriz unitaria aleatoéria, distribuida uniformemente

no grupo unitario de acordo com o Ensemble de Jacobi.

91
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A matriz @, estatisticamente independente de S, é hermitiana e os inversos dos seus

autovalores distribuidos de acordo com o Ensemble de Laguerre.

Nosso trabalho consistiu, em grande parte, de médias sobre estatisticas dos autovalo-
res de (). Durante a analise dos resultados, percebemos que as singularidades aparecem
comumente nas estatisticas do tempo de retardo, mas uma em especial chamou nossa
atencao. A singularidade na variancia do tempo de Wigner em sistemas com simetria

de reversao temporal (5 = 1).

A média do tempo de Wigner é bem definida e depende apenas da quantidade de

canais abertos, sendo independente da classe de simetria (ry) = 717 /N:

1.01
0.9
0.81
0.7
0.67
0.51
0.44
0.31
0.21

0.1

1 2 2 4 5 6 7 8 9 10

FiGuraA 6.1: Média do tempo de Wigner em fungdo do nimero de canais aberto IV,
com 7y = 1.

A variancia, diferentemente, depende de N e f:

(Tiv)e = (1) — (w)”
_ (N?*B+NB-2N+2)7 x4
N2(NB—2)(N +1) N
_ 47
 N2(NB—2)(N+1)

Na férmula acima fica claro que, para 8 = 1 e N = 2, temos uma singularidade, também

demonstrada na figura [6.2

Nossa hipdtese para justificar esse comportamento é que, para cavidades com reversao

temporal preservada e dois canais abertos, sao estabelecidos modos de Fabry—Pérot, onde
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FIGURA 6.2: Variancia do tempo de Wigner em funcao do niimero de canais aberto N.

a particula espalhada, o elétron, nao sente as aberturas e permanece na cavidade por

um tempo indefinido.

Nao respondemos algumas perguntas, como a partir de que momento nao poderemos

mais ignorar a interagao elétron-elétron, caso exista acumulo de carga na cavidade.

Também gostariamos de destacar que essa singularidade pode ser estudada experi-

mentalmente utilizando, por exemplo, ondas mecéanicas em placa de aluminio [66].

6.2 Distribuigcoes Completas da Condutancia

Ao iniciarmos nosso trabalho com o algoritmo de geracdo de ensembles de matrizes
aleatérias (capitulo |5)) uma de nossas preocupagoes foi validar os resultados. A maneira
mais direta para isso seria comparar os histogramas das distribuicoes obtidos numerica-

mente com funcoes das distribuicoes exatas.

Seguindo os passos de Kumar e Pandey [67] conseguimos resultados para qualquer
ntumero de canais abertos N; e Na e, também, todas as classes de simetria da categoria

de Wigner-Dyson (tabela [2.9)).

Os autores mostraram que a Transformada de Laplace das distribuicoes podem ser

expressas em termos de determinantes, para o caso unitario, e Pfaffianos, para os casos
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ortogonal e simplético. Apds calculadas, a Transformada Inversa de Laplace determina

as distribuicoes exatas.

As integrais envolvidas nos calculos sao calculadas usando o método de integracao

sobre varidveis alternantes de Mehta [3].

Os resultados existem para cada combinagao de nimero de canais abertos e simetria.
Portanto, torna-se trabalhoso efetuar todos os calculos manualmente. Assim, decidimos
criar um programa no Mathematica para obtermos a funcao de qualquer distribuicao
da condutancia para as classes de Wigner-Dyson. O programa ¢é baseado fortemente na

capacidade do Mathematica conseguir resolver as Transformadas Inversas de Laplace.

Nossa intencao inicial era criar a rotina simbédlica no Python usando a biblioteca
Sympy. Assim, as expressoes para as distribui¢bes exatas seriam obtidas diretamente a
partir do nosso programa (capitulo . Infelizmente, a implementacao da Transformada
Inversa de Laplace simbdlica no Sympy nao é capaz de lidar com os resultados obtidos.

De fato, nem mesmo o Maple foi capaz disso.

Mas gerar as expressoes externamente nao foi um grande problema porque as distri-
buigoes convergem rapidamente para uma gaussiana. Portanto, para qualquer Ny > 4,
usamos a distribuicao gaussiana, sendo necessario introduzir manualmente apenas as

distribuicoes para Ny < 4.

Com relacao ao trabalho de Kumar e Pandey, fizemos duas pequenas contribuigoes.

A primeira foi utilizar o peso completo de Jacobi
w(z) =z 11 —2) L

Comumente usa-se v = 1, negligenciando o termo (1 — z)7~ 1.

A segunda foi que usamos um método diferente do da integragdo sobre varidveis
alternantes para resolver o caso unitario § = 2. A seguir iremos detalhar esse método

alternativo usando o peso completo:

N
1
POT, . T =——— Tl - TP T 7ot = 1)L
N ( ) ZwJ(/BaN)JE[k’ J ’ £[1 7 ( ’l)
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A nossa variavel de interesse é a condutancia
G=)> T. (6.1)

Portanto, a distribuicdo completa da condutancia é dada por

N
9->_T;

=1

N
[z -l a-n)y
i=1

i<k

1
) _ 1 N
Fy (o) = ZM(B,M/O T

Aplicando a Transformada de Laplace, removemos a fungao Delta de Dirac da integral

[60).

- 1 1 N N
FP (s :/ ANT eSS BT T — TP T 1ot (1 — 1)t
N () ZwEJ(57N) 0 EJ J k’ }_[1 7 ( )
1 1 N
=_————— [ d"T AN [[7e - T tee T
o, TP

Para continuarmos precisamos definir a classe de simetria. Como ji mencionado,
faremos 8 = 2

1 N

ZwEJ(27 N) 0 i=1

Como os T; sao os autovalores da matriz N x N hermitiana, podemos escrever a

integral em termos de determinantes

e
i
<
»
2

1
sz] 2, N) /O € 7 ( ) € (§ j

Para resolver essa integral utilizaremos o caso particular do teorema de Heine [36]

/[ | QU2 det (g1 = N1 et (), (6.2)
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no qual f;(z) e gi(z) sdo fungoes quaisquer com i =1,...,N e

() = /M fi(2)g;(2)dz. (6.3)

Usando essa identidade reduzimos a integral em muitas varidveis a varias integrais em

uma variavel

F](Vz)(s) = szj\é;’ N det :/01 gOTHI=3 (1 — $)7_16_S$d$:| i
= szj\(f;,]\f) det F(ll“(; j_ijiil;:l_ ;—) ) 171 (1 + aij, 2 + a; + b, —8)} .
= szj\(HQ,N) det [B(1+ aij, 1 +b)1F1(1 + aij, 2 + a;; + b, _S)]1Si7j§N
= szj\(f;’ N det ke (Zj;)bj—l)! 1F1(1+ aij,2 + a;; + b, —8):| .
B m det :((Lijfli‘l)!lFl(l 2t § _8)} 1<i,j<N
NN i 1
_ M det [T VFi(1+ aij, 2+ ag; + b, —s)] o
onde na segunda linha fizemos a;; = a+i1+j—-3eb = v—1. 1F; é a funcao
hipergeométrica confluente, ou funcao de Kummer.
Recuperando as varidveis originais, encontramos nosso resultado final
FO(s) — ]\;[(’Y DY oy [ FAl it —Batit— 247, —5)
w=s(2,N) [ gla+i+ji—3+vy—k) L<ijen

A partir do resultado acima podemos encontrar a distribuicdo completa para qualquer

N, «, v aplicando a Transformada Inversa de Laplace.

Como perspectiva deixamos a extensao dos calculos e do algoritmo para as demais

classes de simetria, Quiral e BAG. Também sugerimos a melhoria das rotinas do Sympy

responsaveis pela Transformada Inversa de Laplace simbélica.

Abaixo listamos o c6digo do Mathematica.

1 nl = 2;
2 n2 = 2;
3 n = Min[nl, n2];

i m = Max[nl, n2];
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Q » W
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(x Pfaffiano =x)

Pf[A_] := If[Length[A]

(x beta x*)

(* alpha x)

(* gamma )

:O’ ]_’

Module [{L, Al, MatrixDelete},
MatrixDelete [M_,
L = Length[A]; Al = MatrixDelete [A, 1];
Sum[(—=1)"1 (A[[1]][[1]] Pf[MatrixDelete[Al, i — 1]]), {i, 2, L}]]]

* Funcao de Particao x)

i-]

:= Delete[#, i] & /@ Delete[M, i];

(
Z = Product [(Gamma[A + j*B/2]*«Gamma[G + j*B/2]*Gammal[l + (j + 1)xB/2]) / (
Gamma[A + G + (n + j — 1)*B/2]xGamma[B/2 + 1]), {j, 0, n — 1}];

(* Determinante da integral da transformada de Laplace x)

Fs = (Factorial [n]*(1)/Z)x*

Switch [B
) 27
Det [

Table [Beta[A + i + j — 2, G]*
HypergeometriclF1[A + i + j — 2, A+ i+ j — 2+ G, —s]
1, n}]]

» {1

, 4,
(Gamma[G]
Table |

17 n}7 {j?

“n)*xPf]

(3 — i)«
HypergeometriclF1[A + i + j — 3, A+ i+ j — 3+ G, —s]/
Product[A +i +j — 4 +G -k, {k, 0, G- 1}]

1, 240}, {j,

7{17

(* Inversa de Laplace x)

StringForm ["F = ¢¢7 |

(* Grafico

Plot [F, {g,

*)
0, n}]

F]

L, 2xn}]]];

; F = InverseLaplaceTransform [Fs, s, g];

(x funcao analitica fechada para os \

parametros informados )
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A seguir temos a distribuicao e o grafico gerados pelo cédigo usado como
exemplo. Compare com o grafico

F=2(g-2(¢°—3¢°+6g—4)0(g— 1)+ (g —2)°0(g — 2)) (6.4)

0.5 1.0 1.5 20

F1GURA 6.3: Distribuicao da condutancia, classe A e Ny = Ny = 2.



Apéndice A

Biblioteca Maple TDP (Time

Delay Package)

A biblioteca Maple TDP é uma implementacao do método da funcao geratriz hiper-

geométrica para a matriz de tempo de retardo.

Ela possui dependéncia da biblioteca MOPS [42] e usa suas fungoes listadas na tabela

A1l
Funcgao Descricao
‘MOPS/Jack/c* Calcula os coeficientes do polinémio de Jack
gsfact O shifted factorial, também conhecido como simbolo
de Pochhammer
par Produz uma lista com todas as parti¢oes de um inteiro

&<, &> & <=& >=

Operadores de comparagao lexicogréfica

TABELA A.1: Fungbes da biblioteca MOPS utilizadas pela TDP.

As fungoes publicas da biblioteca TDP estao listadas na tabela e as privadas em

A3l

99
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Funcao Descricao
parttimes Determina a quantidade de vezes que um inteiro apa-
rece na particao
partfactorial Calcula o fatorial de uma particao
pm2e Muda a base de um monoémio de soma de poténcias
para a base de fungoes simetricas elementares
ple Muda a base de um polindmio de soma de poténcias
para a base de fungoes simétricas elementares
mn2p Muda a base de uma fungdo monomial simétrica para
a base de soma de poténcias
am2p Muda a base de uma funcao monomial simétrica
aumentada (augmented) para a base de soma de
poténcias
mediamomento Calcula a média de um momento generalizado
cumulantewigner | Calcula o cumulante da média do tempo de Wigner
mediapermanente | Calcula a média de um Permanente dividido por N! e
Yi(x) = N
TABELA A.2: Fungodes publicas da biblioteca TDP.
Funcao Descricao
v Calcula o coeficiente da expansao do polindémio de
Jack em fungdes monomiais
g Coeficiente gama da equagcao (3.32)
monomialcoeff | Retorna o coeficiente de um monémio num determi-
nado polinémio
x2parts Coleta as particoes e seus respectivos coeficientes
e2parts Coleta as particoes e de uma funcao simétrica elemen-
tar e seus respectivos coeficientes
p2parts Coleta as particoes e de uma soma de poténcias e seus
respectivos coeficientes
mediae Calcula a média de uma fungao simétrica elementar
no inverso das variaveis (3.32))

TABELA A.3: Fungoes privadas da biblioteca TDP.
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