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Resumo

Nesta dissertação, propomos um método geral para calcular a diferença de energia livre de

Gibbs entre os vórtices remanentes no material supercondutor e o estado normais, válido

próximo à transição de fase supercondutora para a normal, onde o parâmetro de ordem é

pequeno. Esse método é geral, uma vez que se aplica a qualquer configuração de vórtice em

qualquer geometria da área de seção transversal. O método aplica-se a cilindros supercon-

dutores muito longos de modo que as linhas de vórtice sejam paralelas entre si e orientadas

ao longo de seu eixo principal. Conforme mostrado aqui, o parâmetro de ordem que des-

creve o estado do vórtices deixados pode ser obtido a partir do bem conhecido problema

matemático do representação conforme. Notavelmente, o parâmetro de ordem é apenas uma

função anaĺıtica com módulo constante no limite de uma seção transversal de geometria

dada. Em potências do parâmetro de ordem, obtemos a diferença de energia de Gibbs, o

campo magnético local e as correntes dentro do supercondutor. Além disso, também obte-

mos outras caracteŕısticas interessantes, como o campo magnético no centro do núcleo do

vórtice, e também a magnetização paramagnética. É bem sabido que, com baixa densidade

do vórtice, o campo magnético dentro do núcleo do vórtice é o dobro do valor do campo

cŕıtico mais. Para maiores densidades, uma rede de vórtice se crea e o campo magnético

dentro do núcleo do vórtice varia de acordo com o parâmetro κ (a relação entre os compri-

mentos de coerência e penetração) e a densidade do vórtice. Um resultado surpreendente

é que, à medida que os vórtices se movem para a fronteira, o campo magnético em seus

núcleos, e também a magnetização paramagnética, mudam de acordo com suas posições. A

magnetização desaparece quando os vortices atingem a fronteira.
Palavras-chave: Estados de Vórtice Excitados ; Energia livre de Gibbs; Estado Para-

magnético de Vórtice; Representação Schwarz-Christoffel; Equação de primeira Ordem de

Abrikosov.
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Abstract

In this dissertation we propose a general method to calculate the Gibbs free energy diffe-

rence between the left vortex and the normal states valid near the superconducting to normal

transition, where the order parameter is small. This method is general since it applies to

any vortex configuration in any geometry of the cross section area. The method applies

to very long superconducting cylinders such that the vortex lines are parallel to each other

and oriented along its major axis. As shown here, the order parameter that describes the

left vortex state can be obtained from the well-known mathematical problem of conformal

mapping. Remarkably the order parameter is just an analytical function with constant mo-

dulus at the boundary of a given cross section geometry. In power of the order parameter

we obtain the Gibbs energy difference, the local magnetic field and currents inside the su-

perconductor. Besides we also obtain other interesting features, such as the magnetic field

at the center of the vortex core, and also the paramagnetic magnetization. It is well-known

that at low vortex density the magnetic field inside the vortex core is twice the value of the

lowest critical field. For higher densities a vortex lattice sets in and the magnetic field inside

the vortex core varies according to the parameter κ (the ratio between the penetration and

the coherence lenghts) and the vortex density. Here we report the surprising result that as

vortices move towards the boundary the magnetic field at their cores, and also the paramag-

netic magnetization, change according to their positions. The magnetization vanishes when

vortices reach the boundary.
Keywords: Excitate Vortex State; Gibbs Free Energy; Paramagnetic Vortex State;

Schwarz-Christoffel Mapping; Abrikosov First Order Equation.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O dia 10 de Julho de 1908 o f́ısico holandês Heike Kamerlingh Onnes, no seu labo-

ratório em Leiden, conseguiu liquefazer o Hélio após de uma corrida(cohecida como corrida

ao zero absoluto) entre ele e Sir Jame Dewar, alcançando a temperatura de 4, 20 K. On-

nes interessou-se por saber o que poderia acontecer com os elétrons de um metal ao ser

esfriado cada vez mais. Uma das posibilidades era que estes elétrons se congelasem, em

cujo caso a resistividade deveŕıa aumentar. Em 1911, três anos depois, o proprio Onnes e

seus estudantes, Gilles Holst e Master G. J. Flim(técnico encarregado) durante investigações

sobre o comportamento da resistividade de materiais em baixas temperaturas[1], mediram

a resistência de um capilar de Mercúrio puro, diminuindo sua temperatura, observando que

quando esta atingia os 4.2 K, sua resistividade era praticamente nula abaixo de uma certa

temperatura denominada temperatura cŕıtica (Tc) enquanto a corrente flúıa livremente pelo

material. Esse resultado foi apresentado por Onnes em um artigo publicado em uma re-

vista cient́ıfica holandesa em Maio de 1911. Foi descoberto, assim, no mesmo laboratório da

universidade de Leiden, o estado supercondutor. Os materiais com essa propriedade são cha-

mados supercondutores. A Figura 1.1 mostra a resistência elétrica da amostra de Mercúrio

caindo abruptamente a ńıveis próximos de zero quando a temperatura chegava ao marco de

4.2 K.

Este comportamento do Mercúrio foi interpretado como resultante de uma transição de fase

de um estado metálico, com comportamento resistivo normal, para um estado supercondutor,
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Figura 1.1: Dependência da resistividade do Mercúrio com a temperatura encontrada por H.K.

Onnes em 1911[2].

com resistência elétrica nula. Por seus esforços em 1913, Onnes, recebeu o prêmio Nobel de

F́ısica por este trabalho e pela liquefação do Hélio. Foi a universidade de Leiden pelos 15

anos consecutivos o único local do mundo onde Hélio ĺıquido era fabricado.

Outros materiais como o estanho e chumbo, assim como suas ligas, mostram resultados si-

milares ao Mercurio. Em 1914 Onnes mostrou[3] que é posśıvel estabelecer uma corrente

permanente num anel de chumbo no estado supercondutor. Mostrou-se assim, nesste expe-

rimento, que a resistividade dos supercondutores diminui praticamente a zero porque não

há dissipação da corrente. Hoje é sabido que a corrente num anel supercondutor poderia se

manter sem mudanças durante 101010
anos[4].

Em 1933, Walther Meissner e Robert Ochsenfeld realizaram um experimento que media o

fluxo magnético ao redor de amostras em diferentes temperaturas. Para materiais super-

condutores, eles observaram que, abaixo da temperatura cŕıtica, praticamente todo o fluxo

magnético da amostra era expulso (Figura 1.2). A supercondutividade e a condutividade

perfeita não são o mesmo fenômeno. Um supercondutor não só impede a penetração de um

campo magnético externo, como também expulsa qualquer campo previamente estabelecido
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Figura 1.2: Um campo magnético constante em uma amostra inicialmente normal é expelido quando

ele é esfriada abaixo de Tc.

no estado normal. Esta propriedade dos supercondutores os diferencia de um condutor per-

feito (aquele com resistividade nula no qual é uma idealização em eletromagnetismo clássico).

Supercondutores que apresentam um completo efeito Meissner são ditos do tipo I, eles são,

além de condutores perfeitos, também diamagnéticos perfeitos.

Em 1935, os irmãos Fritz e Heinz London [5] desenvolveram a primeira teoria fenomenológica

para explicar as propriedades dos materiais supercondutores observadas experimentalmente.

Eles propuseram uma teoria que explicasse as duas principais propriedades dos supercondu-

tores do tipo-I: o efeito Meissner e a ausência de resistência elétrica. A derivação do modelo

proposto pelos irmãos London se baseava no modelo de Drude-Lorentz[6] para descrição do

movimento dos elétrons em um metal. A teoria de London tornou posśıvel prever o comporta-

mento da indução magnética, e das correntes dentro do supercondutor. Assim, foi mostrado

que o campo magnético decai a uma distância caracteŕıstica conhecida como comprimento

de penetração de London λ, que descreve a espessura de penetração do campo magnético

aplicado paralelamente à superf́ıcie do supercondutor. Embora a teoria conseguisse descrever
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o fenômeno a mesma não era capaz de explicá-lo microscopicamente.

Em 1950, uma nova teoria fenomenológica é proposta por Vitaly Ginzburg e Lev Landau

(GL) [7], a chamada teoria de Ginzburg-Landau (TGL), a qual nasceu a partir da teoria

geral de Landau com respeito as transições de fase de segunda ordem. Utilizando a idéia

da existência de um parâmetro de ordem supercondutor ψ(r) e do potencial vetor A(r), a

TGL conseguiu apontar a existência não só do comprimento de penetração λ, como também

do comprimento de coerência ξ, relacionado à variação espacial de ψ(r). Por sua natureza

complexa, o parâmetro de ordem não possúıa significado f́ısico, no entanto, sua norma ao

quadrado representa a densidade de elétrons supercondutores. A TGL possibilitou, através

do parâmetro de GL, κ = λ/ξ, a descrição de dois tipos existentes de supercondutores:tipo

I (κ < 1/2) e tipo II (κ > 1/2). Podemos mostrar que para κ −→ ∞ a TGL recupera a

Teoria de London.

O efeito isotópico, descoberto em 1950 por dois grupos de pesquisa independentes[8], forne-

cia dados que confirmavam a participação do fônon no mecanismo da supercondutividade,

pois constatou-se a variação de Tc com a massa isotópica de supercondutores elementares.

Por exemplo, ao se aumentar a massa atômica do Mercúrio de 199, 5 para 203, 4 u.m.a a

temperatura cŕıtica varia de 4, 185 K a 4, 146 K.

Em 1953 Lars Onsager, mediu o fluxo magnético que passava através de um anel supercon-

dutor e achou que o fluxo era a metade do valor esperado, observou que o valor mı́nimo era

coerente com um valor de duas vezes a carga do elétron (φ0 = hc/2e ).

Utilizando a teoria de GL, Alexei A. Abrikosov em 1956, mostrou que existe uma segunda

classe de supercondutores denominados supercondutores do tipo II. Demonstrou que neste

tipo de supercondutor o fluxo magnético penetra dentro do material em forma de vórtices,

isto é, pacotes de fluxo magnético quantizados, formando uma rede triangular em um super-

condutor homogêneo[9].

Baseado na idea de Lars Onsager[10], Leon Cooper percebeu que, a baixas temperaturas(no

estado supercondutor), as vibrações da rede cristalina forçavam a os elétrons a se empare-

lharem. Este emparelhamento forçado lhes permite superar os obstáculos responsáveis pela

resistência elétrica em um condutor. O acoplamento de elétrons no estado supercondutor é

vantajoso, porque é um estado de energia mais baixo, em que os pares são movimentados de
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uma maneira ordenada,a diferença do que acontece com os elétrons individuais.

Em 1957, Bardeen, Cooper e Schieffer propõem uma teoria microscópica para a super-

condutividade, conhecida como teoria BCS, onde é assumida a formação de pares de

elétrons(chamados pares de Cooper) ligados que carregam a supercorrente e a existência

de um gap de energia entre os estados normal e supercondutor. Os resultados da teoŕıa de

Ginzburg e Landau são bem descritos dentro no formalismo da teoria BCS[11].

É importante ressaltar que foi o alemão Herbert Fröhlich[12] o primeiro a sugerir a atração

entre elétrons via fônons e que essa atração produzia um gap[13] (banda proibida) de energia

entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado.

Em 1962 com base na teoria BCS, o f́ısico inglês Brian D. Josephson supôs que a junção

de dois materiais supercondutores apresenta propriedades particulares(previu que poderia

haver uma corrente eléctrica entre eles, mesmo que haja uma pequena separação entre os

dois, devido ao efecto tunel), o que foi comprovado posteriormente por Anderson e Rowell

experimentalmente. Esse efeito ficou conhecido como Efeito Josephson[14]. Por essa

descoberta Josephson ganhou o Prêmio Nobel de F́ısica em 1973.

No momento em que a maioria dos f́ısicos tinha abandonado a idéia de encontrar um super-

condutor de alta temperatura, os f́ısicos J. G. Bednorz e K. A. Müller[15], en 1986, deram

um grande salto.

Até antes de 1986 a temperatura cŕıtica mais alta conhecida para um supercondutor era

a do composto Nb3Ge, para o qual Tc = 23, 2 K, e a teoria BCS previa que Tc poderia

subir no máximo um ou dois graus. Contudo, baseando-se nesta teoria, foi estabelecido, no

inicio da década dos 70, que a Tc não devia exceder os 30 K. Foi depois de uma década

que J.G. Berdnoz e K.A. Muller, trabalhando no IBM Research Laboratory de Zurique

(Súıça), encontraram um supercondutor de alta temperatura cŕıtica com Tc = 30 K. O novo

material era uma cerâmica(La2CuO4). Bednorz e Muller receberam o Prêmio Nobel em

1987, tornando-se o Nobel mais rápido da história.

Em 1987 C.W. Chu e colaboradores descobriram , uma nova cerâmica supercondutora de

fórmula Y Ba2Cu3O7−δ com uma temperatura cŕıtica superior à temperatura de ebulição do

nitrogênio ĺıquido[16]. A teoria BCS não consegue explicar totalmente as altas temperaturas
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cŕıticas observadas nestos tipos de compostos.

O peŕıodo desde 1930 até 1986 foi nomeado Era do supercondutor de Nióbio, porque a

presença do Nb e seus compostos dominarom as altas Tc. O novo peŕıodo que teve ińıcio

em 1986 foi chamado Era do Óxido de cobre porque a presença de cobre e de oxigênio exceto

em poucas exceções, foi fundamental para se obter Tc maiores de 40 K.

Os mateirais supercondutores podem ser classificados de diversas formas ou critérios, os mais

comuns são:

• Por suas propriedades f́ısicas: podem ser do Tipo I (se sua transição de fase for de

primeira ordem) ou do Tipo II (se sua transição de fase for de segunda ordem).

• Pela Teoria que o explica: podem ser convencionais (se podem ser explicados pela

Teoria BCS) ou não convencionais caso contrário.

• Pela sua temperatura cŕıtica: podem ser de alta-temperatura (geralmente se atingem o

estado supercondutor quando resfriados com nitrogênio ĺıquido, Tc > 77 K), ou podem

ser de baixa-temperatura (geralmente quando necessitam de temperaturas mais baixas

que 77 K para atingir o estado supercondutor).

• Pelo material: podem ser elementos qúımicos (como o Mercúrio e o chumbo), ligas

(como a titânio-nióbio ou germânio-nióbio), cerâmicas (como o YBCO ou o diboreto

de magnésio), ou mesmo supercondutores orgânicos como fulerenos e nanotubos de

carbono.

O tópico anterior mostra que não existe apenas uma forma de classificar os supercondutores.

A perda da resistividade elétrica de um material tem diversas aplicações tecnológicas interes-

santes, como por exemplo a possibilidade de conduzir eletricidade por longas distâncias sem

perda de energia por meio do efeito Joule. Também podemos citar aplicações medicinais im-

portantes, como a ressonância nuclear magnética e a construção de dispositivos eletrônicos

conhecidos como SQUID (Dispositivo Supercondutor de Interferência Quântica), usados

para medir campos magnéticos extremamente baixos, como os produzidos pelo coração e o

cérebro. Os materiais supercondutores apresentam essa propriedade, pelo qual justifica-se
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o interesse no estudo teórico das caracteŕısticas dos supercondutores tipo II. Do punto de

vista prático, eles tem temperaturas cŕıticas mais elevadas, o que significa processos mais

baratos para obtê-las, tornando viável sua exploração comercial. O nitrogênio, por exemplo,

se liquefaz a 77 K, sendo muito mais barato e mais fácil de obter do que o Hélio ĺıquido.

Nos supercondutores do tipo II existe, na presença de um campo magnético, uma região

na qual o campo penetra gradualmente ao interior do mesmo na forma de linhas de fluxo

magnético chamados (vórtices). Essas regiões são chamadas normais(nela o material apre-

senta uma fase chamada fase normal). Outras partes do material não deixan que o campo

penetre, e são chamadas regiões supercondutoras(e a fase correspondente, fase supercon-

dutora). No material há uma coexistência de fases normais e supercondutoras na qual

chamou-se estado misto. O movimento dos vórtices é capaz de destruir a supercondutivi-

dade.

Por isso tem sido muito intenso nos últimos anos o estudo da dinâmica de vórtices em

materiais supercondutores do tipo II, tendo em vista suas aplicações práticas.

Os vórtices individuais, em supercondutores tipo II, foram vistos pela primeira vez por U.

Essmann e H. Träuble através da técnica de decoração Bitter[17]. Neste trabalho propomos

um método geral para calcular a diferença de energia livre de Gibbs entre o estado de vórtice

e o estado normal válido perto da transição supercondutora normal, onde o parâmetro de

ordem é pequeno. Este método é geral porque se aplica a qualquer configuração de vórtice

em qualquer geometria da área da seção transversal. O parâmetro de ordem que descreve

o estado dos vórtices pode ser obtido a partir do representação conforme. A diferença de

energia de Gibbs é obtido em potência do parâmetro de ordem, o campo magnético local e as

correntes dentro do supercondutor. Além disso, também obtemos outras caracteŕısticas inte-

ressantes, como o campo magnético no centro do núcleo do vórtice, e também a magnetização

paramagnética.

A presente dissertação está organizada da seguinte maneira:

• No Caṕıtulo 2 presentamos a teoria de London primeiramente e a teoria de Ginzburg-

Landau depois, como as duas principais teorias fenomenologicas da supercondutivi-

dade.
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• No Caṕıtulo 3 introduzimos o elemento-chave para nossa abordagem, que é a de-

composição da energia cinética em uma soma de três termos, a saber, a condição do

estado base, a interação magnética e o termo de fronteira. Esta decomposição está

diretamente relacionada com as equações de primeira ordem, discutimos o papel de-

sempenhado pelas condições de fronteira no contexto das equações de primeira ordem

e obtemos expressões para a magnetização e a energia livre de Gibbs.

• No Caṕıtulo 4 Nesta seção chegamos as conclusões e os detalhes do método usado no

trabalho são dados.



Caṕıtulo 2

Teoŕıas fenomenológicas

2.1 Equação de London

Os irmãos London propuseram uma teoria fenomenológica para explicar as duas principais

propriedades dos materiais supercondutores do tipo I obtidas experimentalmente: o efeito

Meissner e a ausência de resistência elétrica. Eles apresentaram duas derivações, uma dela

se baseia no modelo de Drude-Lorentz[2]. A segunda derivação se baseia no modelo de dois

fluidos, o qual supõe que para T < Tc , todos os elétrons livres no material supercondutor

podem ser divididos em dos grupos: uma fração dos elétrons comporta-se de forma nor-

mal, enquanto que os elétrons restantes exibem um comportamento anômalo, os quais são

responsáveis pelas propriedades supercondutoras.

O modelo de Drude-Lorentz é equivalente a segunda lei de Newton para a velocidade v de

um elétrom de massa m e carga e na presença de um campo elétrico E com um deslocamento

viscoso proporcional a vτ , a qual pode ser escrita como[4]:

m
(
v̇ +

v

τ

)
= eE (2.1)

No caso de um condutor perfeito τ −→∞, e vτ −→ 0, por isso tendo em conta que j = nev

é a densidade de corrente, n é a densidade de electrons condutores, a equação 2.1 pode se
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rescrever como:

dj

dt
=
ne2

m
E (2.2)

Esta equação é conhecida na literatura como primeira equação de London. Aplicando o

rotacional na equação 2.2 e tendo em conta a segunda lei de Maxwell:

∇× E = −1

c

∂h

∂t
(2.3)

obtemos:

∇×
(
dj

dt

)
= −ne

2

mc

∂h

∂t
(2.4)

ou

∂

∂t

(
∇× j +

ne2

mc
h

)
= 0 (2.5)

Esta notação tem como objetivo o fato de que a indução magnética varia com a posição no

interior do material supercondutor.

Considerando agora a lei de Ampere ∇×h = 4π/cj, podemos reescrever a equação 2.5 como:

∂

∂t

(
∇×∇× h +

4πne2

mc2
h

)
= 0 (2.6)

Dado que divergencia de h é nula pela lei de Gauss do magnetismo, a equação 2.6 é simpli-

ficada como:

∇2h− 4πne2

mc2
h = 0 (2.7)

Introduzindo o comprimento de London, λL , definido por:

λL =

(
mc2

4πne2

) 1
2

, (2.8)
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a equação 2.7 fica como:

∇2h− 1

λ2
L

h = 0. (2.9)

Empiricamente este comprimento de penetração tem a seguinte dependência com a tempe-

ratura:

λ(T ) = λ(0)

[
1−

(
T

Tc

)4
]− 1

2

. (2.10)

A equação 2.9 descreve o caráter diamagnético perfeito de um supercondutor e pode ser

resolvida unidimensionalmente. Para este efeito, consideramos a superf́ıcie de um super-

condutor muito grande, localizado na coordenada x = 0 e infinitamente estendido ao longo

do plano (X,Z). O supercondutor ocupa a metade do espaço x > 0 e está imerso em um

campo magnético paralelo à sua superf́ıcie, de modo que h = (0, 0, hz(x)) (veja Figura 2.1).

A solução de 2.9 é:

h(x) = h(0)e
− x
λL . (2.11)

No interior do supercondutor, o campo magnético é reduzido por um fator 1/e quando

está a uma distância λL, diminuindo asintoticamente a zero no limite x −→ ∞. Apenas

alguns nanômetros de distância de sua superf́ıcie, o semi-espaço do supercondutor está livre

praticamente do campo magnético e exibe o estado diamagnetico perfeito. Para o estanho,

por exemplo, uma estimativa do comprimento de penetração é λL = 26 nm. Este valor

se desvia apenas um pouco do valor medido, que cai em baixas temperaturas na faixa de

25−36 nm[18]. Para amostras com espessura da ordem ou menores do que λL, o fenômeno da

supercondutividade é muito diferente, uma vez que o campo magnético não chega a se anular

na espessura do condutor. Caso a intensidade do campo magnético seja aumentada acima de

um determinado valor, o fenômeno da supercondutividade pode ser destrúıdo. Esse fato já

tinha sido observado por Onnes, que também já tinha verificado que elevando continuamente

a densidade de corrente, era posśıvel destruir a supercondutividade. Assim, três parâmetros

cŕıticos foram identificados: temperatura(Tc), campo magnético (Hc) e densidade de corrente

(jc).
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Figura 2.1: Diminuição do campo magnético no interior de um supercondutor perto da superf́ıcie

plana. Efeito Meissner.

Embora a teoria de London seja uma ferramenta útil para descrever o comportamento do

supercondutor e o estado de vórtices em supercondutores extremos do tipo II (k −→ ∞),

trata os vórtices como linhas, sem considerar seu tamanho f́ısico nem sua estrutura interna.

Além disso, a teoria de London descreve a supercondutividade a campo constante e muito

menor que o campo cŕıtico superior da amostra. Também não pode ser aplicada a sistemas

em que a densidade de vórtices é alta. Para poder analisar o estado supercondutor em casos

mais gerais, é necessário a construção de uma teoria que permita estudar a estrutura interna

do vórtice.

2.2 Equação de Ginzburg-Landau

A teoria de London foi um passo muito importante na compreensão da supercondutividade,

mas ela tem a hipótese de que a densidade de electrões é constante no espaço. Dessa forma

a teoria não permite o cálculo correcto da tensão superficial entre um metal normal e um
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supercondutor e não permite descrever corretamente a destruição da supercondutividade por

um campo magnético ou uma corrente.

A Teoria de GL da supercondutividade descreve a energia livre de transição do estado

supercondutor ao estado normal através do parâmetro de ordem, ψ(r), e tem como base

conceitos termodinâmicos como fenômenos cŕıticos e transições de fase.

O estado de equiĺıbrio de um corpo homogêneo é determinado pela especificação de duas

quantidades termodinâmicas quaisquer, por exemplo, o volume V e a energia interna U . No

entanto, não todo par de valores de V e U no equiĺıbrio corresponde a um estado uniforme do

corpo. Pode acontecer que para certos valores dessas variáveis o corpo não seja homogêneo

em equilibrio térmico, mas exista em duas partes uniformes em contato uns com os outros e

em estados diferentes. Tais estados de uma substância que podem existir simultaneamente

em equiĺıbrio uns com os outros, enquanto eles estão em contato, são chamadas fases [19].

Em cada fase certas propriedades macroscópicas podem mostrar valores muito diferentes.

Um exemplo do anteriormente dito é um material supercondutor tipo II na presença de

um campo magnético. Nele existem duas regiões uma normal na outra supercondutora

em contato a mesma temperatura. Durante uma transição de fase de determinado meio,

certas propriedades do meio mudam, muitas vezes de modo descont́ınuo, como resultado da

alteração de alguma condição externa, tal como temperatura, pressão ou outras.

Os fenômenos cŕıticos são observados há mais de cem anos, e são assim denominados por

ocorrerem próximos a um ponto cŕıtico que, por sua vez, pode ser entendido como o ponto

do diagrama de fase de um sistema onde a transição de fase é de segunda ordem. Nas suas

proximidades, diferentes sistemas comportam-se de modo semelhante, obedecendo a lei de

potências cujos expoentes não são inteiros, os denominados expoentes cŕıticos.

No estado normal, acima da temperatura cŕıtica do supercondutor, ψ(r) é zero, enquanto

que no estado supercondutor, abaixo da temperatura cŕıtica, ψ(r) é diferente de zero, o seja:

ψ =

0, se T > Tc,

6= 0, se T < Tc.

(2.12)

O fenômeno da supercondutividade trata-se de um fenômeno quântico macroscópico. Para



2. Teoŕıas fenomenológicas 14

levar em conta os efeitos de origem quântica, o parâmetro de ordem tem que ser complexo

ψ(r) = |ψ(r)|eiθ(r), sendo |ψ(r)|2 = ns(r) a densidade de pares de Cooper. Desse modo,

ψ(r) pode ser interpretado como uma pseudo-função de onda dos portadores de carga do

supercondutor. Os trabalhos de Gorkov[20] ajudaram a interpretação desta pseudo função

de onda quântica que descreve o centro de massa dos super-elétrons num supercondutor.

Como todos os pares de Cooper condensam no mesmo estado, de dimensão macroscópica,

uma única função de onda é suficiente para descrevê-los em conjunto.

A teoria de GL considera que próximo a transição de fase ψ(r) é pequeno e varia suavemente

no espaço. Dessa forma, a energia livre de Gibbs num campo magnético aplicado pode ser

expandida em potencias de |ψ|2 e do potencial vetor A como:

Gs = Gn + α|ψ|2 +
β

2
|ψ|4 +

1

2m∗
|
(
~
i
∇− 2e∗

c
A

)
ψ|2 +

(h−H)2

8π
. (2.13)

Os coeficientes da expansão α e β são parâmetros fenomenológicos funções regulares da

temperatura T . Assumimos que β deve ser positivo, pois caso contrario, a densidade de

energia livre só apresentaria mı́nimo global quando ψ = ∞, o que dificultaria a teoria. Gs
é a densidade de energia livre do estado supercondutor, Gn, do estado normal, A(r) é o

potencial vetor, H(r), o campo magnético externo aplicado, ~h = ∇×A o campo local e m∗

e e∗ são a massa e a carga dos pares de Cooper.

Em um sistema onde não exista campo magnético aplicado e não há variação do parâmetro

de ordem, podemos obter as grandezas que caracterizam o estado supercondutor. Neste

casso a equação 2.13 fica como:

Gs = Gn + α|ψ|2 +
β

2
|ψ|4. (2.14)

A equação 2.14 pode ser interpretada como a expansão da densidade de energia livre em

potências de |ψ|2 para um supercondutor homogêneo próximo da temperatura cŕıtica e na

ausência de campo magnético, T ∼ Tc (H = 0). A densidade de pares de Cooper (|ψ|2) pode

ser achada da equação 2.14 minimizando a energia livre a temperatura Tc.

Mostremos, primeiramente, qual é o significado f́ısico dos parâmetros fenomenológicos α e

β. α pode ser positivo ou negativo. Se for positivo o único mı́nimo da energia ocorre em
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Figura 2.2: Comportamento do funcional da energia livre 2.14 ao variar o valor de ψ para o caso

sem campo magnético e considerando que ψ varia suavemente no espaço para α > 0, α = 0 e α < 0.

ψ = 0 (o material esta no estado normal). Se α < 0 o mı́nimo ocorre em |ψ|2 = −α/β, no

qual é o valor que o parâmetro de ordem toma em um supercondutor infinito na auseência

de campos e gradientes (veja Fig. 2.2). O coeficiente α(T ) é negativo para T < Tc e positivo

no caso contrario.

Para ter em conta este fato, fazemos a expansão em serie de Taylor até primera ordem de

α(T ) , o seja, α(T ) ≈ (T − T0)α0, sendo α0 uma constante positiva. β(T ) ≈ β0, sendo β0

uma constante positiva que é caracteŕıstico do material. Quando T < Tc a energia livre tem

um mı́nimo absoluto para |ψ|2 = −α/β, o seja, ψ 6= 0. No caso em que T > Tc então |ψ| = 0.

|ψ|2 =

0, se T > Tc, e,

α0
β0

(Tc − T ) , se T < Tc.

(2.15)

Quando T > Tc, o material assume o estado normal e quando T < Tc, o material opta

por assumir o estado supercondutor. Neste último estado a diferença de energia livre entre

o estado normal e supercondutos possui dois mı́nimos localizados em ψ = ±
√
−α/β, cujo
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valor é dado por:

Gs − Gn = −α
2

β
. (2.16)

Se a funcional da energia livre 2.13 é integrada e minimizada com relação ao parâmetro de

ordem ψ∗ e ao potencial vetor A é posśıvel achar as equações de Ginzburg-Landau:

α|ψ|+ βψ|ψ|2 +
~D2ψ

2m∗
= 0, e (2.17)

~∇× h =
4π

c
j, (2.18)

Onde a densidade de corrente é dada por:

j =
q∗

2m∗

(
ψ∗ ~Dψ + ψ ~D∗ψ∗

)
− 4e2

mc
|ψ|2A. (2.19)

Aqúı q∗ = 2e e m∗ = 2me são a carga e a massa dos portadores da supercorrente.

Na seção 3.1 do caṕıtulo 3 adicionaremos as condições de fronteira as quais permitem achar

as soluções f́ısicas posśıveis.

2.2.1 Comprimentos caracteŕısticos

A teoŕıa de GL introduz dois importantes comprimentos caracteŕısticos: o comprimento

de penetração λ(T ) e o comprimento de coerência ξ(T ). O comprimento de penetração

indica o comprimento sobre o qual o campo magnético H pode variar e o segundo indica o

comprimento sobre o qual o parâmetro de ordem pode variar(ver Figura 2.3 ).

O parâmetro adimensional κ , espećıfico de cada material, chamado parâmetro de GL, e

definido como:

κ =
λ(t)

ξ(T )
,

descreve a relação entre a penetração do fluxo em um supercondutor e a coerência da sua

supercondutividade. Como λ(T ) e ξ(T ) divergem basicamente na mesma forma em T = Tc,
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Figura 2.3: Distribuição espacial do parâmetro de ordem ψ e o campo magnético H numa interface

supercondutor-normal.

κ é considerado, para efeitos práticos como um parâmetro constante em T. Este parâmetro

permite identificar o tipo de supercondutor: se κ < 1/2 supercondutor tipo I e se κ > 1/2

supercondutor tipo II.



Caṕıtulo 3

Equação de Primeira Ordem

Desde que foram vistos pela primeira vez os vórtices individuais em supercondutores de tipo

II, várias outras técnicas foram desenvolvidas para este propósito[21], como a microscopia

de varredura SQUID [22], imagem magneto-óptica de alta resolução [23, 24], rotação de spin

múo (µSR)[25, 26], microscopia de tunelamento por varredura[27, 28] e microscopia de força

magnética[27]. Esses avanços na visualização de vórtices individuais abre as portas para in-

vestigar novas propriedades[29, 30], como as do estado de vórtice excitado (EVE). O EVE

traz um novo paradigma para o estudo da dinâmica transitória de vórtices em supercondu-

tores com fronteiras, um assunto de interesse atual devido ao começo de instabilidades[31].

Um supercondutor de tipo II, na presença de um campo magnético externo aplicado, contém

vórtices em seu interior cuja densidade é fixada pelo proprio campo magnético. Uma vez

que o campo aplicado é desligado, esse estado torna-se instável e os vórtices devem aban-

donar o supercondutor. No entanto, a sua sáıda pode ser dificultada pelas inomogeneidades

microscópicas que os mantém dentro do supercondutor. Faremos uma distinção importante

respeito ao estado de vórtice remanente no material supercondutor, de acordo a como seja

sua energia comparada com a energia do estado normal. Ja que o estado de vórtice no inte-

rior do material supercondutor é sempre instável, somente no caso do que sua energia seja

menor do que a energia do estado normal será chamado EVE (energia do estado de vórtice)
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3.1 A energia livre de Gibbs de um supercondutor

longo e as equações variacionais de segunda ordem

Neste trabalho é assumido um supercondutor longo, de seção transversal circular, tal que os

efeitos da parte superior e na parte inferior são negligenciados, assim como uma simetria ao

longo do eixo maior. Qualquer corte de uma secção transversal num plano dado z revela a

mesma área Σ e as mesmas propriedades f́ısicas. O campo magnético externo constante é

orientado ao longo do eixo principal, H = Haẑ. Portanto, o parâmetro de ordem é somente

expresso por coordenadas neste plano, ψ(x, y), e a única componente não-zero do campo

magnético local é perpendicular a este plano, hz(x, y) = ∂xAy(x, y)−∂yAx(x, y). A diferença

entre as densidades de energia livres de Gibbs supercondutoras e normais, ∆G, é definida

como:

∆G = Gs − Gn =

∫
Σ

d2x

Σ
{α(T ) |ψ|2 +

β

2
|ψ|4 +∣∣∣ ~Dψ∣∣∣2

2m
+

(~hz − ~Ha)
2

8π
}

(3.1)

O estado normal, Gs = Gn, é alcançado para ψ = 0 e hz = Ha. Os parâmetros de GL têm

as propriedades que β > 0 e,

α(T ) = α0

(
T

Tc
− 1

)
⇒

α(T ) é

< 0 para T < Tc,

> 0 para T > Tc,

onde α0 é uma constante positiva. A notação vetorial é bidimensional, tal que ~D = Dxx̂ +

Dyŷ, onde Dj ≡ ~
i
∂j − qAj(x, y)/c, j = x, y. As equações de segunda ordem são obtidas

fazendo variações em relação ao campo, δ ~A e em relação ao parâmetro de ordem, δψ∗, o

qual conduz a equação não linear de GL,

~D2ψ

2m
+ αψ + β |ψ|2 ψ = 0, (3.2)
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e a lei de Ampère,

~∇× ~h =
4π

c
~j, (3.3)

onde a densidade de corrente é dada por,

~j =
q

2m

(
ψ∗ ~Dψ + ψ ~D∗ψ∗

)
. (3.4)

Como foi dito na seção anterior as condições de fronteira devem ser adicionadas para encon-

trar as soluções f́ısicas razoáveis. Seja γ o peŕımetro da área Σ. Na fronteira deve ser válido

que,

n̂ ·~j|~xatγ = 0, e, (3.5)

hz|~xatγ = Ha. (3.6)

A equação 3.5 corresponde a nenhuma supercorrente fluindo para fora do supercondutor, e

a equação 3.6 que, na fronteira do material supercondutor, o campo magnético no interior

do mesmo deve ser igual ao campo magnético fora dele.

Como a corrente é dada pela equação 3.4, a condição sob na derivada do parâmetro da

ordem,

n̂ · ~Dψ|~xatγ = 0, (3.7)

é suficiente para garantir a condição da equação 3.5.

3.2 Dupla visão da enerǵıa cinética e as equações de

primeira ordem
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A densidade de energia cinética admite uma formulação dupla, devido à identidade ma-

temática na qual é provada no apêndice A, e é dada pela equação A.12

| ~Dψ|2

2m
=
|D+ψ|2

2m
+

~q
2mc

hz|ψ|2 +
~
2q

(∂xjy − ∂yjx) , (3.8)

onde D+ ≡ Dx + iDy e a corrente é dada pela equação 3.4. Essa decomposição da energia

cinética como uma soma de três termos é exata, e sua derivação [32] é dada no apêndice.

Portanto, a densidade de energia cinética,

Fk =

∫
Σ

d2x

Σ

| ~Dψ|2

2m
, (3.9)

também é dada pela equação,

Fk =

∫
Σ

d2x

Σ

(
| ~D+ψ|2

2m
+

~q
2mc

hz|ψ|2
)

+
~
2q

1

Σ

∮
γ

d~l ·~j. (3.10)

Nesta visão dupla, há uma contribuição superficial (perimetral) devido a corrente. Para um

supercondutor volumétrico, onde Σ −→ ∞, a corrente superficial se anula devido a que as

correntes são localizadas nuna região dentro de volumem longe das fronteiras ou devido as

condições periódicas de contorno, sendo os últimos dos casos considerados por Abrikosov [9].

No entanto, no caso de uma área finita, caso de um supercondutor mesoscópico, a corrente

não se anula e por isso deve ser considerada.

A propriedade mais interessante da dupla formulação da energia cinética é que a corrente

também adquire uma nova formulação. A corrente pode ser simplesmente obtida pela va-

riação da energia cinética em relação ao potencial vetorial,

δFk = −1

c

∫
Σ

d2x

Σ
~j · δ ~A, (3.11)

e o uso da dupla formulação leva a

jx =
q

2m
[(D+ψ)∗ ψ + ψ∗ (D+ψ)]− ~q

2m
∂y|ψ|2 (3.12)

jy = i
q

2m
[(D+ψ)∗ ψ − ψ∗ (D+ψ)] +

~q
2m

∂y|ψ|2. (3.13)
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O termo de corrente superficial não contribui porque, na fronteira(γ), a variação do potencial

vetor, δ ~A = 0, para ~x em γ.

Nesta dissertação buscamos o mı́nimo da energia livre através de soluções das equações de

primeira ordem, dadas abaixo,

D+ψ = 0, é (3.14)

hz = H ′ − 2π
~q
mc
|ψ|2, (3.15)

em vez de soluções das equações de segunda ordem, dadas pelas equações 3.2 e 3.3. Na

equação 3.15, H ′ é uma constante a ser determinada, mas cuja interpretação é muito clara.

Ja que no núcleo do vórtice, ψ = 0, pela equação 3.15, H ′ = hz, o seja, H ′ é o campo local

hz. Na ausência de vórtices, o parâmetro de ordem é constante e H ′ = 2π (~q/mc) |ψ|2 já

que deve segurar que hz = 0 em toda parte. Mostramos que as equações acima fornecem

uma solução exata para a lei de Ampere e uma solução aproximada da equação não linear

de GL, assim, oferecem(as equações 3.14 e 3.15) um método fácil e eficiente para achar o

mı́nimo de energia livre.

A lei de Ampere é exatamente resolvida e para vê-lo, basta ter a condição da equação

3.14 para a corrente, como as dadas pelas equações 3.12 e 3.13. A lei de Ampère, dada

por ∂yhz = 4π~jx/c e ∂xhz = 4π~jy/c, são transformadas em ∂yhz = − (4π~q/2mc) ∂y|ψ|2 e

∂xhz = − (4π~q/2mc) ∂x|ψ|2, já que a equação 3.15 é válida. Então, obtém-se,

~j =
~q
2m

k̂ × ~∂|ψ|2, (3.16)

O termo da superf́ıcie, contido na dupla formulação da energia cinética, é dado pela equação

3.8.

~
2q

(∂xjy − ∂yjx) = +
~2

2m
~∂ 2|ψ|2. (3.17)
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A identidade matemática da equação 3.8, torna-se,

| ~Dψ|2

2m
=

(
H ′ − ~q

mc
|ψ|2

)
~q

2mc
|ψ|2 +

~2

4m
~∂2|ψ|2, (3.18)

uma vez assumido que as equações de primeira ordem são satisfeitas. A equação não-linear

de GL ?? é aproximadamente resolvida no sentido de que sua versão integrada é resolvida

exatamente. Esta versão integrada é obtida pela multiplicação da equação GL não-linear

com ψ∗, e depois fazendo uma integração em toda a área Σ do supercondutor:

∫
Σ

d2x

Σ
{ψ∗

~D2ψ

2m
+ α(T )|ψ|2 + β|ψ|4} = 0. (3.19)

Transformaremos esta equação em uma equação algébrica cuja utilidade é fixar a escala do

parâmetro de ordem o qual permaneceu indefinido quando foi resolvido a invariante escala

equação 3.14. O primeiro termo da equação integrada somada com seu conjugado complexo

e dividido por 2, pode ser expandido da seguinte forma,

1

2

[
ψ∗

~D2ψ

2m
+

(
~D2ψ

2m

)∗
ψ

]
= − ~2

4m
~∂2|ψ|2 +

| ~Dψ|2

2m
. (3.20)

Inserindo a equação 3.20 na equação integrada 3.19 , somando com seu conjugado complexo

e dividindo por 2, é obtido que,

∫
Σ

d2x

Σ
{− ~2

4m
~∂2|ψ|2 +

| ~Dψ|2

2m
+ α(T )|ψ|2 + β|ψ|4} = 0 (3.21)

O uso da equação 3.18 transforma a equação integrada 3.19 na seguinte:

∫
Σ

d2x

Σ
{
(
H ′

2

~q
mc

+ α

)
|ψ|2 −

[
π

(
~q
mc

)2

− β

]
|ψ|4} = 0. (3.22)

Em resumo, a equação 3.14, juntamente com a equação 3.22, determinam completamente o

parâmetro da ordem, ψ, e da equação 3.15, é obtido o campo magnético local, hz.
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3.3 As condições de contorno, a magnetização e a ener-

gia livre de Gibbs

Não deve haver fluxo de corrente fora do supercondutor e o campo magnético deve ser

cont́ınuo na fronteira. Aqui abordamos a questão de como satisfazer essas condições de fron-

teira no contexto das equações de primeira ordem. As próprias condições de fronteira são

equações de primeira ordem, como se vê nas equações 3.5 e 3.6, e assim, sua verificação é

facilmente compreendida no contexto das equações de segunda ordem. Por exemplo, a deri-

vada do parâmetro de ordem normal à superf́ıcie deve desaparecer, de acordo com equação

3.7, mas esta condição não pode ser imposta em ψ, obtida através da equação 3.14, porque

esta é uma equação de primeira ordem e não há suficientes parâmetros livres nesta solução.

No entanto, é posśıvel satisfazer a equação 3.5 simplesmente pela exigência de que a densi-

dade |ψ|2 seja constante na fronteira, no qual introduce um novo parametro, c0, determinado

pela equação não-linear integrada de GL, equação 3.22.

|ψ|2 = c2
0 para ~x at γ é, (3.23)

H ′ = Ha + 2π
~q
mc

c2
0. (3.24)

Portanto, a constante H ′ é automaticamente fixada por c0 de acordo com a equação 3.15. O

ponto importante é que a equação 3.23 é suficiente para garantir que não haja corrente que

flua fora do supercondutor, é uma consequência direta da equação 3.16, já que ~∂|ψ|2 = 0.

Como |ψ|2 é constante na fronteira não há gradiente tangencial a ele e sim perpendicular,

~∂|ψ|2 é normal a superf́ıcie, tornando ~j sempre tangente à superf́ıcie.

A magnetização Mz também é obtida diretamente do formalismo atual e facilmente mostra-

se paramagnética na ausência de um campo externo aplicado. De acordo com a equação

3.15,

Bz ≡
∫

Σ

d2x

Σ
hz = H ′ − 4πµB

∫
Σ

d2x

Σ
|ψ|2, (3.25)
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dado em unidades do magneton de Bohr, µB = ~q
2mc

. Basta seguir o relação termodinâmica

Bz = Ha + 4πMz e a equação 3.24 para obter que,

Mz = µB

∫
Σ

d2x

Σ

(
c2

0 − |ψ|2
)
, (3.26)

o que significa que a integral tem a dimensão de inverso de volume. No caso de nenhum

campo externo aplicado, o parâmetro de ordem é máximo na fronteira, ou seja (|ψ|2 ≤ c2
0),

e então, a magnetização é paramagnética, Mz > 0.

Sob a condição de que as equações de primeira ordem estejam satisfeitas, a energia livre de

Gibbs da equação 3.1 torna-se,

∆G =

∫
Σ

d2x

Σ
{
(
α(T ) +

Ha

2

~q
mc

)
|ψ|2 +

1

2

[
β − π

(
~q
mc

)2
]
|ψ|4}

+
(H ′ −Ha)

2

8π
+

~2

4m

∮
γ

dl

Σ
n̂ · ~∂|ψ|2.

(3.27)

Duas contribuições diretas da fronteira na energia livre, as quais não estão presentes no

tratamento de A. Abrikosov sobre a teoria de GL [9], são a energia do campo devido a

H ′ 6= Ha, de acordo com a equação 3.24, e a contribuição perimetral do gradiente normal de

|ψ|2.

Perto da transição para o estado normal, o parâmetro de ordem é fraco, fato que permite

a expansão da energia livre em potências de ψ. Desde este ponto de vista, essa fraqueza

também leva à proposta de um método iterativo para resolver as equações de primeira ordem.

Em primeiro lugar, procura-se uma solução para ψ na equação 3.14 sob um campo externo

conhecido H0 suficientemente próximo ao campo cŕıtico superior que define o parâmetro

de ordem nas proximidades da transição ao estado normal. Qualquer solução da equação

3.14, multiplicada por uma constante também é uma solução e esta constante é fixada pela

equação integrada 3.22. A equação 3.14 pode ser reescrita como,

[(
−i ∂
∂x

+
∂

∂y

)
− 2π

Φ0

(Ax − iAy)
]
ψ = 0. (3.28)

Vamos introduzir a notação complexa,z ≡ x+ iy, z̄ ≡ x− iy em 3.28, e considere um campo
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externo constante, Ha, tal que Ax = −Hay/2 e Ay = Hax/2. Neste caso, a equação acima

se torna,

∂ψ(z, z̄)

∂z̄
= −

(
πHa

2Φ0

z

)
ψ(z, z̄), (3.29)

onde ∂/∂z = 1/2 (∂/∂x − i∂/∂y) e seu complexo conjugate é ∂/∂z̄ = 1/2 (∂/∂x + i∂/∂y). A

solução da equação 3.29 é achada

ψ(z, z̄) = f(z)e
−
(
πHa
2Φ0

)
zz̄
, (3.30)

onde f(z) é qualquer função de z. O campo local é igual a Ha mais uma correção proporcional

a |ψ|2 de acordo com a equação 3.15. Muito perto do estado normal, espera-se que esta

correção seja pequena, de modo que basta resolver a equação 3.14 e manter a solução na

equação 3.15 sem qualquer nova recorrência, ou seja, um retorno à equação 3.14 com uma

~A corrigida associada ao campo local hz. Assim, a busca de uma solução ψ(z, z̄) em uma

geometria dada com área de seção transversal Σ e peŕımetro γ é reduzida a achar a função

anaĺıtica f(z) que irá provocar que |ψ(z, z̄)|2 seja constante na fronteira, γ. Considerando

que na fronteira |ψ|2 = c2
0 isto significa que a função anaĺıtica f(z) deve satisfazer a condição

|f(z)| = c0exp (πHa/2Φ0|z|2), onde z pertence na fronteira. Para um disco circular, |z| é

constante na fronteira, mas no caso de uma geometria arbitrária, esta caracteŕıstica não é

mais satisfeita. Neste trabalho, consideraremos apenas que não existe um campo externo

aplicado, Ha = 0.

3.4 Unidades adimensionais

Neste ponto, achamos útil mudar para unidades adimensionais e reescrever todas as ex-

pressões anteriores dessa maneira. Como é sabido, a teoria GL tem apenas uma constante

de acoplamento, κ = λ/ξ, a relação entre o comprimento de penetração de London λ =

(mc2/4πq2ψ2
0)

1/2
e o comprimento de coerência, ξ = (~2/2m|α|)1/2

, respectivamente, onde

ψ0 = (|α|/β)1/2. Isso faz essa relação independente da temperatura, κ = (β/2π)1/2mc/~q, e
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apenas dependente dos parâmetros dos materiais. Vamos nos referir apenas neste parágrafo

as unidades adimensionais pela notação primada. Por exemplo, a distância é medida em

termos do comprimento de coerência tal que ~x = ξ~x′. O campo magnético é expresso em

unidades do campo cŕıtico superior,~h = Hc2
~h′, Hc2 =

√
2κHc = Φ0/2πξ

2, Φ0 = hc/q, onde

Hc = Φ0/2π
√

2λξ é o campo termodinâmico. Então, o potencial vectorial adimensional

é dado por ~A = Hc2ξ ~A
′, e a derivada covariante torna-se Dj = D′j/ξ, D

′
j ≡ 1/i∂′j já que

∂j = ∂′j/ξ. O parâmetro de ordem adimensional é obtido de ψ = ψ0ψ
′. O valor do parâmetro

de ordem na fronteira também é definido sem dimensão, c0 = ψ0c
′
0, finalmente, a magne-

tização adimensional é Mz = M ′
zHc2/8πκ

2 já que ψ2
0µB = Hc2/8πκ

2.

Daqui em diante, tiramos a notação primada em todas as quantidades, o que significa que elas

são todas expressas em unidades adimensionais. As equações de primeira ordem tornam-se,

D+ψ = 0, (3.31)

hz = H ′ − 1

2k2
|ψ|2. (3.32)

Se o parâmetro de ordem e o campo magnético local satisfaçam as equações de primeira

ordem, a energia cinética de 3.8 torna-se

| ~Dψ|2 =

(
H ′ − 1

2k2
|ψ|2

)
|ψ|2 +

1

2
~∂2|ψ|2. (3.33)

A equação integrada 3.22, em unidades reduzidas torna-se,

∫
Σ

d2x

Σ

[
(H ′ − 1) |ψ|2 +

(
1− 1

2k2

)
|ψ|4

]
= 0. (3.34)

A diferença de energia livre de Gibbs da equação 3.35 está, em unidades de H2
c /4π = |α|2/β

dada por,

∆G =
G − Gn
|α|2/β

=

∫
Σ

d2x

Σ
{−|ψ|2 +

1

2
|ψ|4 + | ~Dψ|2

+ κ2 (hz −Ha)
2}.

(3.35)
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Da mesma forma, a equação 3.27, torna-se,

∆G =

∫
Σ

d2x

Σ
{− (1−Ha) |ψ|2 +

1

2

(
1− 1

2κ2

)
|ψ|4

+
1

2
~∂2|ψ|2 + κ2 (H ′ −Ha)

2}.
(3.36)

3.5 Estado de vórtice excitado e a representação con-

forme

Nesta dissertação vamos considerar na seguinte situação f́ısica:

temos um material supercondutor ciĺındrico longo tipo II, o qual esta em estado supercon-

dutor(embaixo da temperatura cŕıtica T = Tc). Um campo magnético constante é ligado e

os vórtices penetram dentro do material. O campo é desligado e vórtices remanentes ficam

dentro do material no caso de que sua energia livre seja menor que a energia do estado

normal do material. Neste caso chamamos este estado: Estado de Vórtice Excitado,

EVE.

Na ausência de um campo aplicado fora do superconductor, Ha = 0, e com ajuda da equação

3.34, a densidade de energia livre de Gibbs da equação 3.36 transforma-se,

∆G =

∫
Σ

d2x

Σ
{−1

2
(1 +H ′) |ψ|2 +

1

2
~∂2|ψ|2 + κ2H ′2}. (3.37)

Então H ′ deriva-se diretamente da equação 3.24. Perto do estado normal, o parâmetro de

ordem é o suficientemente pequeno para que a repetição das equações de primeira ordem

não seja necessária. Isso significa que o campo magnético local é pequeno o suficiente para

que ele possa ser descartado na equação 3.38 e obtido diretamente de 3.39. Neste caso, as

equações 3.31 e equação 3.32 são reduzidas a:

∂+ψ = 0, e, (3.38)

hz =
c2

0 − |ψ|2

2κ2
(3.39)
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A conexão entre os estados de vórtice e a representação conforme resulta da equação 3.29,

que simplesmente se transforma em:

∂ψ(z, z̄)

∂z̄
= 0. (3.40)

Expressando o parâmetro de ordem como ψ ≡ ψR+iψI na equação 3.38, é obtido que ∂xψR+

∂yψI = 0 e ∂yψR + ∂xψI = 0, as quais são as conhecidas condições de Cauchy-Riemann para

uma função anaĺıtica. Recordamos o chamado Teorema do Módulo Máximo em Matemática,

que diz que, pora uma função anaĺıtica ψ(z) em uma determinada região Σ, o valor máximo

de |ψ(z)| necessariamente cai em sua fronteira γ. Este teorema é útil porque, a partir dele,

sabemos que o parâmetro de ordem, constante na fronteira, atinge o seu máximo valor lá, e,

portanto, a magnetização é necessariamente paramagnética. A presença de vortices dentro

do material supercondutor, só levará ao desaparecimento do parâmetro de ordem em pontos

no seu interior, ψ = 0, e o máximo de |ψ| na fronteira. Esta caracteŕıstica ajuda a estabelecer

diferenças fundamentais entre fronteira finita e supercondutor volumétrico, no último caso

apenas soluções periódicas são procuradas. De acordo com o teorema de Liouville [33]

Qualquer função anaĺıtica periódica ψ com zeros também deve divergir, a partir do qual se

conclui que a única solução f́ısica posśıvel é a constante. Em outras palavras, não é posśıvel

encontrar soluções vórtices sem a presença de um campo aplicado em uma célula unitária

com condições de fronteira periódicas. No entanto, eles existem para o supercondutor longo

com uma seção transversal finita. Assim, concluimos a partir da discussão acima que o

presente método é geral e se aplica a qualquer número de vórtices em qualquer geometria

de seção transversal. Como exemplos de nosso método geral, detalhamos nesta dissertação

dois casos particulares de um disco, ou seja, o vórtice com vorticidade L em seu centro e o

vórtice com vorticidade um em qualquer posição dentro do disco. Definamos as integrais,

I2 ≡
1

c2
0

∫
Σ

d2x

Σ
|ψ|2, (3.41)

I4 ≡
1

c4
0

∫
Σ

d2x

Σ
|ψ|4. (3.42)
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Iγ ≡
1

c2
0

∫
Σ

d2x

Σ
~∂2|ψ|2. (3.43)

Essas integrais são resolvidas em detalhes em [34].

A partir da equação integrada 3.34 e a condição de que o campo magnético local anula-se

na fronteira, obtém-se que,

c2
0 =

1−H ′

1− 1/2κ2

I2

I4

, e, (3.44)

H ′ =
c2

0

2κ2
. (3.45)

Resolvendo estas equações para c0 e H ′, obtemos,

c2
0 =

2κ2I2/I4

2κ2 − 1 + I2/I4

, e, (3.46)

H ′ =
I2/I4

2κ2 − 1 + I2/I4

. (3.47)

Observe que I2 > I4 é satisfeito porque o parâmetro de ordem dividido por c0 é sempre < 1

dentro do disco, e assim, em cada ponto, a segunda potência, equação 3.41, é maior que a

quarta potência, equação ()3.42). O fato de que I2 > I4 e κ > 1/
√

2, produz sempre uma

solução para c0,

∆G = −1

2
(I2 − Iγ) c2

0 −
1

4κ2
(I2 − 1) c4

0, (3.48)

Ou em termos de H ′,

∆G = −κ2 (I2 − Iγ)H ′ − κ2 (I2 − 1)H ′2. (3.49)

A magnetização dada pela equação 3.26 transforma-se Mz = 2κ2H ′ − I2c
2
0, e assim, equal a,

Mz =
2κ2 (1− I2) I2/I4

2κ2 − 1 + I2/I4

. (3.50)
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Esta expressão mostra que a magnetização depende da posição dos vórtices no interior do

supercondutor, já que I2 e I4 variam adecuadamente, como é mostrado no próximo exemplo.

No caso de nenhum vortice, I2 = I4 = 1, a magnetização se anula. Inclúımos demás a

expresão geral para o campo magnético no centro do vórtice como hz = H ′:

hz(v) =
I2/I4

2κ2 − 1 + I2/I4

. (3.51)

Consideramos dois exemplos particulares de um cilindro longo e fino com raio R, um vórtice

L no centro e outro com vórtice L = 1 em uma posição arbitrária. Através deles, vemos os

aspectos gerais da presente teoria, como, por exemplo, a importância do termo de fronteira

que faz a energia de Gibbs explicitamente dependente de R. Notavelmente, a densidade do

par de Cooper na fronteira determina o campo magnético local no núcleo do vórtice. Lá

ψ(v) = 0 e, portanto, hz(v) = c2
0/2κ

2 de acordo com a equação 3.32 onde v se refere ao

centro do vórtice.

3.6 Cilindro longo com uma seção transversal circular

Achamos útil aplicar nossa teoria ao Niobio [35],[36], um dos materiais favorecidos para es-

tudar as caracteŕısticas da matéria dos vórtices em supercondutores e também usado para

construir supercondutores em nano-engenharia [37]. Todas as figuras são expressas em uni-

dades reduzidas e para recuperar os valores previstos para Niobio levamos em consideração

os valores dos parâmetros relatados em [36], ou seja, κ = 2.1, λ0 = 42 nm e ξ0 = 20 nm. Em

particular, escolhimos a temperatura como T = 7.7 K, que está perto da temperatura cŕıtica,

Tc = 9.3 K, de modo que a aproximação do parâmetro de ordem é válida. Assim, para esta

temperatura, o campo magnético local, expresso em unidades do campo cŕıtico superior,

deve ser multiplicado por Hc2, T = 7.7 K = 780 Oe. Da mesma forma, a magnetização deve

ser multiplicada por Hc2 (T = 7.7) /8πκ2 K = 7.0 Oe

3.6.1 Vorticidade L no centro
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Neste exemplo, mostramos que o EVE existe apenas em uma faixa especial do raio e de

vorticidade. A busca do parâmetro de ordem em uma seção transversal de disco do raio

R que satisfaz a equação 3.38, é reduzida á encontrar uma função anaĺıtica constante no

peŕımetro do disco. Esta é simplesmente dada por,

ψ = c0

( z
R

)L
= c0

( r
R

)L
eiLθ, (3.52)

onde c0 é o valor do parâmetro de ordem na fronteira e L é um enteiro já que o parâmetro

de ordem é considerado uńıvoca, ψ(θ + 2π) = ψ(θ). Em coordenadas polares, o parâmetro

de ordem é expresso em termos de r ≡
√
zz̄ e tan θ ≡ y/x. O comprimento de |ψ| = c0

no ćırculo garante o confinamento da corrente a fronteira do supercondutores, e ψ = 0 no

centro significa que a solução não tem vorticidade zero para L 6= 0. Para L = 0 não há

zero e, portanto, descreve-se o estado fundamental homogêneo. Então, pode-se determinar

as integrais das equações 3.41-3.43.

I2 =
1

L+ 1
, (3.53)

I4 =
1

2L+ 1
, e, (3.54)

Iγ =
4L

R2
. (3.55)

Das equações 3.46 e 3.47, é obtido,

c2
0 =

2κ2 (2L+ 1)

2κ2 (L+ 1) + L
, e, (3.56)

H ′ =
(2L+ 1)

2κ2 (L+ 1) + L
. (3.57)

Inserindo essas expressões na densidade de energia livre de Gibbs, seja a equação 3.48 ou

3.49, resulta que

∆G = −1

2

[
1

L+ 1
− 4L

R2
− L

L+ 1

2L+ 1

2κ2 (L+ 1) + L

]
× 2κ2 (2L+ 1)

2κ2 (L+ 1) + L
. (3.58)
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Figura 3.1: A densidade supercondutora em função da distância relativa do centro do cilindro para

a vorticidade variando de L = 0 a L = 4 no caso de um vórtice fixado no centro (κ = 2.1).
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A condição para a existência do EVE, ∆G 6 0, só pode ser alcançada para uma gama

limitada de parâmetros R e κ. Isso significa que o EVE existe para um determinado super-

condutor κ em caso de o raio for maior do que um valor cŕıtico, dado por,

Rc = 2

√
L (L+ 1)

2κ2 (L+ 1) + L

2κ2 (L+ 1)− 2L2
. (3.59)

No limite κ −→ ∞, o raio cŕıtico torna-se Rc = 2
√
L (L+ 1), e a enerǵıa livre de Gibbs

para R > Rc, torna-se negativa, ∆G −→ [4L (L+ 1)−R2] (2L+ 1) /
[
2R2 (L+ 1)2]. O

parâmetro de ordem e o campo magnético local são dados por,

ψ(r, θ) =

√
2κ2 (2L+ 1)

2κ2 (L+ 1) + L

( r
R

)L
eiLθ, e, (3.60)

hz(r) =
(2L+ 1)

2κ2 (L+ 1) + L

[
1−

( r
R

)2L
]
. (3.61)

A magnetização paramagnética e o campo no centro do vórtice são dados por,

Mz =
L

L+ 1

2κ2 (2L+ 1)

2κ2 (L+ 1) + 1
, e, (3.62)

hz(v) =
2L+ 1

2κ2 (L+ 1) + L
. (3.63)

respectivamente.

A figura 3.1 mostra a densidade supercondutora de acordo com a distância ao centro para

a vorticidade desde L = 0 (o estado homogêneo) até L = 4. A densidade |ψ|2 obtida

da equação 3.52 e c2
0 dado pela equação 3.56. A densidade supercondutora é máxima na

fronteira, o que implica um efeito paramagnético, como foi mostrado anteriormente. A

densidade supercondutora atinge c2
0 na fronteira e é uma função de crescimento lento de L

para κ ≥ 1/
√

2. A figura 3.2 representa o campo magnético local versus a distância ao centro,

para a vorticidade variando de L = 0 a L = 4. Este gráfico mostra hz(r) obtido da equação

3.39, com c2
0 e |ψ|2 conforme descrito na figura 3.2. Observe que o campo no núcleo hz(v),

onde v corresponde a r = 0, segue da equação 3.51. Assim, ela depende de L através das

integrais I2 e I4, definidas pelas equações 3.53 e 3.54. Curiosamente, o campo magnético no
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Figura 3.2: O campo magnético local em função da distância relativa do centro do cilindro para

a vorticidade variando de L = 0 a L = 4 no caso de um vórtice fixado no centro (κ = 2.1). Para

recuperar os valores de Nióbio à temperatura de T = 7, 7K, o eixo vertical deve ser multiplicado

por Hc2(T = 7, 7K) = 780Oe

centro do vórtice e a densidade supercondutora na fronteira estám diretamente relacionadas

entre si, como já foi mostrado anteriormente. Com exceção do estado homogêneo, que não

possui campo magnético interno, para todos os outros estados L ≥ 1, o campo magnético

local é máximo no centro. O campo magnético local atinge seu máximo no centro e se anula

na fronteira, como é esperado.

Para L ≥ 2, o campo local varia lentamente do centro para o meio do cilindro depois

cai abruptamente. A densidade de energia livre de Gibbs em função do raio do cilindro é

mostrada para dois casos, R = 1 e R = 10, na figura 3.3. Este gráfico mostra que o estado

homogêneo L = 0 é o estado fundamental absoluto com a energia mı́nima, ∆G = −0, 5.

Lembre-se de que nossa pesquisa é para o EVE, ou seja, para ∆G < 0 caso contrário,
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Figura 3.3: A diferença de energia livre de Gibbs entre os estados supercondutores e normais em

função do raio do cilindro para a vorticidade variando de L = 0 a L = 4 no caso de um vórtice

fixado no centro (κ = 2.1). O estado de vórtice excitado existe apenas na faixa negativa desta

diferença.

∆G > 0 e o estado supercondutor pode de alguma forma desintegrar-se no estado normal.

Por exemplo, o valor extremo desse gráfico, R = 10, mostra que os estados L = 0, 1, 2 são

EVS enquanto que os L = 3, 4 não são. A energia livre de Gibbs tem os seguintes valores,

∆G = −0, 27,−0, 11, 0, 003 e 0, 09 para L = 1, 2, 3, 4, respectivamente. O EVE existe para

R > Rc, Rc = 3.1, 6.0, 10.2, 17.3 para L = 1, 2, 3, 4, respectivamente.

3.6.2 Vorticidade L = 1 em qualquer posição

A função anaĺıtica de z que descreve o parâmetro de ordem de um único vórtice em qualquer
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posição 0 ≤ a ≤ R dentro de um disco é dada por,

ψ(z) = c0

z
R
− a

R

1− z
R
ā
R

, (3.64)

onde c0 é o valor do parâmetro de ordem na fronteira. A coordenada z e a posição a podem

ser expressas em forma polar, z = reiθ e a = a0e
iα, onde podemos considerar que α = 0 sem

perda de generalidade.

ψ(r) = c0R
reiθ − a0

R2 − a0reiθ
. (3.65)

A densidade de elétrons supercondutores é dada por,

|ψ|2 = |c0|2R2 r2 + a2
0 − 2a0rcos(θ)

R4 + a2
0r

2 − 2a0rR2cos(θ)
. (3.66)

As integrais das equações 3.41 -3.43 podem ser exatamente obtidas e são dadas por,

I2 = 2− R2

a2
0

−
(
R2

a2
0

− 1

)2

ln

(
1− a2

0

R2

)
, (3.67)

I4 = −4

(
R

a0

)4

+ 6

(
R

a0

)2

− 1

−4

(
R

a0

)2
[(

R

a0

)2

− 1

]2

ln

(
1−

(a0

R

)2
)
, e,

(3.68)

Iγ =
4

R2
. (3.69)

Depois, tomaremos dois limites especiais dessas expressões. No primeiro, o vórtice é apenas

um pouco deslocado do centro, e as expressões da seção anterior devem ser recuperadas.

Este é o limite a0 −→ 0, mas para obtê-lo, a seguinte expansão aproximada para a função

logaritmo deve ser introduzida, ln (1− x2) ≈ −x2−x4/2−x6/3−x8/4−x10/5−x12/6. Então,

obtem-se as expressões aproximadas necessárias para as integrais I2 e I4, respectivamente,

I2 ≈
1

2
+

1

3

(a0

R

)2

+
1

12

(a0

R

)4

+
1

30

(a0

R

)6

+

1

60

(a0

R

)8

− 2

15

(a0

R

)10

+
1

6

(a0

R

)12

, e,
(3.70)
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I4 ≈
1

3
+

1

3

(a0

R

)2

+
2

15

(a0

R

)4

+
1

15

(a0

R

)6

−
8

15

(a0

R

)8

+
2

3

(a0

R

)10

.
(3.71)

A partir dessas expressões aproximadas podemos verificar facilmente que I2 = 1/2, I4 = 1/3

e Iγ = 4/R2, que são exatamente as equações 3.53 - 3.55 para L = 1.

O outro limite interessante é o vórtice muito próximo da fronteira do cilindro. Para tratá-lo,

mudamos para a coordenada que expressa a distância do vórtice para a fronteira, definida

por y ≡ R−a0. Inserindo este novo parâmetro no parâmetro de ordem, obtemos a densidade

do supercondutor dada por,

|ψ|2 = c0

(
y
R

)2
+
(
1− y

R

)2 − 2
(
1− y

R

)
r
R

cos(θ)

1 +
(
r
R

)2 (
1− y

R

)2 − 2
(
1− y

R

)
r
R

cos(θ)
. (3.72)

O campo magnético local da equação (3.32) leva em consideração a densidade dada pela

equação 3.72. As expressões para c0 e H0, dadas pelas equações 3.46 e 3.47, respectivamente,

são funções de I2 e I4, que em termos da coordenada y são dadas por,

I2 = 2−
(

1− y

R

)−2

−[(
1− y

R

)−2

− 1

]2

ln

[
1−

(
1− y

R

)2
]
, e,

(3.73)

I4 = −4
(

1− y

R

)−4

+ 6
(

1− y

R

)−2

− 1

−4
(

1− y

R

)−2
[(

1− y

R

)−2

− 1

]2

ln

[
1−

(
1− y

R

)2
]
.

(3.74)

Da mesma forma, a densidade de energia livre de Gibbs (equação 3.48 ou 3.49) é uma

função das equações 3.73 e 3.74, mas também da equação 3.69, o que torna esta dependente

explicitamente de R.

Muito perto do limite do disco R � y, o que significa que o limite y ≈ 0 deve ser tomado.

Considere apenas o termo de primeira ordem na expansão em y para obter que I2 ≈ 1−2y/R
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e I4 ≈ 1− 4y/R e assim, I2/I4 ≈ 1 + 2y/R . Então obtemos que,

H̃ ≈ 1

2κ2
+

1

κ2

(
1− 1

2κ2

)
y

R
, e, (3.75)

c2
0 ≈ 1 + 2

(
1− 1

2κ2

)
y

R
. (3.76)

A magnetização paramagnética se torna,

Mz ≈ 2
y

R
> 0. (3.77)

A densidade de energia livre de Gibbs é dada por,

∆G ≈ −1

2

(
1− 4

R2

)
+

[
1

k2
+

4

R2

(
1− 1

2κ2

)]
y

R
. (3.78)

Para R −→ ∞, c2
0 = 1, H0 = 1/2κ2,Mz = 0 e ∆G = −1/2, o que significa que o estado

homogêneo é recuperado.

A figura 3.4 mostra a densidade de energia livre de Gibbs em relação à razão a0/R. As

curvas plotadas são obtidas da equação 3.48 com c2
0 dada pela equação 3.46 e os valores

das integrais I2, I4 e Iγ dados pelas equações 3.67 - 3.69, respectivamente. Os dois casos

mostrados, R = 3 e R = 10 demonstram que a existência do EVE depende da posição do

vórtice. Em ambos os casos, a energia livre de Gibbs diminui monotonicamente do centro

para o limite do cilindro. Para R = 10, o vórtice em qualquer posição está em um EVE,

uma vez que a energia livre de Gibbs é sempre negativa, mas isso não é assim para o cilindro

R = 3. A energia livre de Gibbs é positiva para a0 < 0.24R de modo que apenas para

a0 > 0.24R existe um EVE. A energia livre de Gibbs é nula para a0 = 0, 24R e diminui até

atingir o valor ∆G = −0.27 na fronteira.

A figura 3.5 ilustra como o campo magnético local no núcleo do vórtice varia de acordo com

a posição do mesmo. Esta figura mostra que este campo hz(v) depende da razão a0/R de

acordo com a equação 3.51. Assim, esta só depende da razão I2/I4, definida pelas equações

3.67 e 3.68, respectivamente. O campo local é máximo no centro do vórtice. Por sua parte

hz(v) atinge um máximo quando o vórtice está no centro e diminui lentamente quando o
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Figura 3.4: A diferença de energia livre de Gibbs entre os estados supercondutores e os estados

normais como função da posição dos vórtices dentro do cilindro em caso de vorticidade um. São

considerados dois raios de cilindros (κ = 2, 1). O estado de vórtice excitado existe apenas na faixa

negativa desta diferença.

vórtice está posicionado na fronteira. A figura 3.5 está de acordo com a figura 3.2, uma vez

que hz(0) para a0 = 0 corresponde a hz(r = 0) para L = 1.

A figura 3.6 mostra a magnetização paramagnética como uma função da razão a0/R obtida

da equação 3.50. Curiosamente, a magnetização depende da posição do vórtice, de acordo

com as integrais I2 e I4, dadas pelas equações 3.67 e 3.68, respectivamente. A magnetização

é mais forte para o vórtice perto do centro do cilindro e mais fraca perto da fronteira do

cilindro. Para um vórtice na fronteira, a0 = R, a magnetização desaparece porque I2 = 1.

Isso é consistente com a descrição da sáıda do vórtice, embora hz(v) não seja zero, como pode

ser visto na figura 3.5. O vórtice perto da fronteira significa que a densidade supercondutora

é quase homogênea em toda a região do cilindro e a integral é quase igual à unidade o que
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Figura 3.5: O campo magnético no centro do vórtice como função da posição do vórtice dentro do

cilindro (κ = 2.1). Para recuperar o valor de Niobium à temperatura de T = 7, 7 K, o eixo vertical

deve ser multiplicado por Hc2(T = 7, 7) K = 780 Oe .

faz que a magnetização vá para zero, como pode ser visto na equação 3.50.

Finalmente, as três fileiras da figura 3.7 representam o vórtice em três posições diferen-

tes, a0/R = 0.1, 0.5 e 0.9, respectivamente. As colunas correspondem a densidade, campo

magnético local, corrente e fase, respectivamente. A densidade é obtida das equações 3.66

e 3.46, com as integrais das equações 3.73 e 3.74. Portanto, a densidade varia de zero para

o centro do vórtice, até o valor máximo c2
0 na fronteira. A densidade é mostrada nas figu-

ras 3.7(a), (e) e (i) esquema de cores (on-line) variando de baixa densidade (ciano) a alta

densidade (magenta). O campo magnético local é obtido da equação 3.32 e varia do valor

dado pela equação 3.63 no centro do vórtice para zero na fronteira. Assim, o esquema (em

cores) das figuras 3.7 (b), (f) e (j) variam do máximo no centro do vórtice (magenta) para

zero na fronteira (ciano). A corrente de vortice é obtida da equação 3.16 e representada nas
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Figura 3.6: A magnetização como função da posição do vórtice dentro do cilindro (κ = 2.1). Para

recuperar o valor de Niobium para a temperatura de T = 7.7 K, o eixo vertical deve ser multiplicado

por Hc2(T = 7.7 K )/8πκ2 = 7.0 Oe

.

figuras 3.7 (c), (g) e (k). Observe que não há corrente que flui para fora do cilindro à medida

que o vórtice se move em direção a fronteira, que é uma propriedade geral garantida pelo

formalismo presentado.

Finalmente as figuras 3.7 (d), (h) e (l) mostram a fase do parâmetro da ordem, definida

como tan−1 (ψI/ψR). A descontinuidade, representada como uma linha recta que separa

abruptamente o branco ao preto, confirma a presença de um vórtice no cilindro.
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Figura 3.7: A densidade supercondutora, o campo magnético local, a densidade da corrente elétrica

e a fase do parâmetro de ordem são mostrados em três posições diferentes do vórtice dentro do

cilindro, a0/R = 0.1 ((a) a (d)), 0.5 (( e) a (h)) e 0.9 ((i) a (l)) do vórtice dentro do cilindro.

As figuras (a), (e) e (i) exibem a densidade no esquema variado de baixa densidade (ciano) a alta

densidade (magenta). O esquema (em cores) é distinto para cada uma dessas três figuras, pois a

densidade varia de zero no centro do vórtice para c2
0 no limite, cujo valor varia de acordo com a

posição do vórtice dentro do cilindro (ver Eqs (66), (46), (73) e (74)). O campo magnético local

é mostrado nas figuras (b), (f) e (j), e o esquema de cores é distinto para cada uma dessas três

figuras. Ele varia do máximo no centro do vórtice (magenta), de acordo com as Eq. (32) e (63),

para zero no limite (ciano). As figuras (c), (g) e (k) mostram a corrente de vórtice em torno do

vórtice obtido da Eq. 3.16. As figuras (d), (h) e (l) mostram a fase do parâmetro de ordem. A linha

de descontinuidade que divide o branco na região negra mostra a existência de um único vórtice

dentro do cilindro. O intervalo de cores de branco a preto descreve a fase de 0 a 2π.



Caṕıtulo 4

Conclucões

A equação de Ginzburg-Landau de segundo ordem foi reduzida a uma se primeiro ordem,

usando a representação dual da energia cinética. Com tudo isso foi posśıvel achar uma

solução anaĺıtica aproximada daquela equação.

Inclúımos, nesta dissertação, o tratamento de fronteiras no método de equações de primeiro

ordem usado por A. Abrikosov para predizer a rede de vórtice. Encontramos uma conexão

direta entre esse método e a teoria da representação conforme. Usando este método consi-

deramos os estados de vórtice remanentes dentro do supercondutor após o campo externo

aplicado ser desligado.

Este estado de vórtice é instável, o que significa que os vórtices devem abandonar o su-

percondutor, devido a que sua presença é termodinamicamente proibida. No entanto, os

vórtices são topológicos estáveis, se existe o estado supercondutor. Definimos aqui o estado

vórtice excitado(EVE), cuja energia livre é menor que a do estado normal. Assim, o estado

do vórtice remanente no supercondutor não pode colapsar ao estado normal devido a que a

sua energia livre é menor que aquela do estado normal. Calculamos a magnetização para-

magnética do estado do vórtice excitado para alguns casos particulares em um fio longo e

fino de Niobium.



Apêndice A

Anexos

A.1 Anexo I

DECOMPOSIÇÃO DA ENERGÍA CINÊTICA

Considere o termo |D+ψ|2, que pode ser adaptado como,

|D+|2 = [(Dxψ)∗ − i (Dyψ)∗] [(Dxψ) + i (Dyψ)]

= (Dxψ)∗ (Dxψ) + (Dyψ)∗ (Dyψ) +

i [(Dxψ)∗ (Dyψ)− (Dyψ)∗ (Dxψ)]

(A.1)

Expandindo somente a derivada Dx,

(Dxψ)∗ (Dyψ) =

(
−~
i
∂xψ

∗ − q

c
Axψ∗

)
(Dyψ)

= ∂x

[
−~
i
ψ∗ (Dyψ)

]
−
(
~
i
ψ∗
)
∂xDyψ −

q

c
Axψ

∗Dyψ.

(A.2)

Reorganizando os termos é obtido,

(Dxψ)∗ (Dyψ) = −~
i
∂x (ψ∗Dyψ) + ψ∗DxDyψ. (A.3)
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Do mesmo modo, obtemos que,

(Dyψ)∗ (Dxψ) = −~
i
∂y (ψ∗Dxψ) + ψ∗DyDxψ. (A.4)

O complexo conjugado dessas relações nos dá que,

(Dyψ)∗ (Dxψ) =
~
i
∂x [(Dyψ)∗ ψ] + (DxDyψ)∗ ψ, (A.5)

(Dxψ)∗ (Dyψ) =
~
i
∂y [(Dxψ)∗ ψ] + (DyDxψ)∗ ψ. (A.6)

Neste ponto, temos duas formulações para a mesma identidade, onde uma relação é o con-

jugado complexo da segunda. A expressão

|D+ψ|2 = |Dψ|2 + i

[
−~
i
∂x (ψ∗Dyψ) + ψ∗DxDyψ

]
−
[
−~
i
∂y (ψ∗Dxψ) + ψ∗DyDxyψ

]
,

(A.7)

torna-se,

|D+ψ|2 = |Dψ|2 + iψ [Dx, Dy]ψ

−~∂x (ψ∗Dyψ) + ~∂y (ψ∗Dxψ) .
(A.8)

O comutador,

[Dx, Dy] =

[
~
i
∂x −

q

c
Ax,

~
i
∂y −

q

c
Ay

]
= −~

i

q

c
(∂xAy − ∂yAx) ,

(A.9)

torna-se,

[Dx, Dy] = −~q
ic
hz. (A.10)

Então, é obtido,
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|D+ψ|2 = | ~Dψ|2 − i ([Dx, Dy]ψ
∗)ψ

−~∂x [(Dyψ)∗ ψ] + ~∂y [(Dxψ)∗ ψ]
(A.11)

que dá expressões para | ~Dψ|2,

e

| ~Dψ|2 = |D+ψ|2 +
~q
c
hz|ψ|2

+~ [∂x [(Dyψ)∗ ψ]− ∂y [(Dxψ)∗ ψ]] .

(A.12)

Nós somamos as duas expressões e dividimos por 2 para obter,

| ~Dψ|2 = |D+ψ|2 +
~q
c
hz|ψ|2

+~
[
∂x
ψ∗Dyψ + (Dyψ)∗ ψ

2
− ∂y

ψ∗Dxψ + (Dxψ)∗ ψ

2

]
.

(A.13)

Introduzindo a definição da corrente, obtemos a desejada dupla formulação da energia

cinética dada pela equação 3.8
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