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Resumo

Nesta dissertagao, propomos um método geral para calcular a diferenca de energia livre de
Gibbs entre os vértices remanentes no material supercondutor e o estado normais, valido
proximo a transicao de fase supercondutora para a normal, onde o parametro de ordem é
pequeno. Esse método é geral, uma vez que se aplica a qualquer configuracao de vértice em
qualquer geometria da area de secao transversal. O método aplica-se a cilindros supercon-
dutores muito longos de modo que as linhas de vértice sejam paralelas entre si e orientadas
ao longo de seu eixo principal. Conforme mostrado aqui, o parametro de ordem que des-
creve o estado do vértices deixados pode ser obtido a partir do bem conhecido problema
matematico do representacao conforme. Notavelmente, o parametro de ordem é apenas uma
funcao analitica com mddulo constante no limite de uma secao transversal de geometria
dada. Em poténcias do parametro de ordem, obtemos a diferenca de energia de Gibbs, o
campo magnético local e as correntes dentro do supercondutor. Além disso, também obte-
mos outras caracteristicas interessantes, como o campo magnético no centro do ntcleo do
vortice, e também a magnetizacao paramagnética. E bem sabido que, com baixa densidade
do vortice, o campo magnético dentro do nticleo do vértice é o dobro do valor do campo
critico mais. Para maiores densidades, uma rede de vortice se crea e o campo magnético
dentro do nicleo do vértice varia de acordo com o parametro x (a relacao entre os compri-
mentos de coeréncia e penetragdo) e a densidade do vértice. Um resultado surpreendente
é que, a medida que os vértices se movem para a fronteira, o campo magnético em seus
nucleos, e também a magnetizacao paramagnética, mudam de acordo com suas posicoes. A

magnetizagao desaparece quando os vortices atingem a fronteira.
Palavras-chave: Estados de Vortice Excitados ; Energia livre de Gibbs; Estado Para-

magnético de Vértice; Representagao Schwarz-Christoffel; Equacao de primeira Ordem de

Abrikosov.
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Abstract

In this dissertation we propose a general method to calculate the Gibbs free energy diffe-
rence between the left vortex and the normal states valid near the superconducting to normal
transition, where the order parameter is small. This method is general since it applies to
any vortex configuration in any geometry of the cross section area. The method applies
to very long superconducting cylinders such that the vortex lines are parallel to each other
and oriented along its major axis. As shown here, the order parameter that describes the
left vortex state can be obtained from the well-known mathematical problem of conformal
mapping. Remarkably the order parameter is just an analytical function with constant mo-
dulus at the boundary of a given cross section geometry. In power of the order parameter
we obtain the Gibbs energy difference, the local magnetic field and currents inside the su-
perconductor. Besides we also obtain other interesting features, such as the magnetic field
at the center of the vortex core, and also the paramagnetic magnetization. It is well-known
that at low vortex density the magnetic field inside the vortex core is twice the value of the
lowest critical field. For higher densities a vortex lattice sets in and the magnetic field inside
the vortex core varies according to the parameter x (the ratio between the penetration and
the coherence lenghts) and the vortex density. Here we report the surprising result that as
vortices move towards the boundary the magnetic field at their cores, and also the paramag-
netic magnetization, change according to their positions. The magnetization vanishes when

vortices reach the boundary. . _
Keywords: Excitate Vortex State; Gibbs Free Energy; Paramagnetic Vortex State;

Schwarz-Christoffel Mapping; Abrikosov First Order Equation.
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Capitulo 1

Introducao

O dia 10 de Julho de 1908 o fisico holandés Heike Kamerlingh Onnes, no seu labo-
ratério em Leiden, conseguiu liquefazer o Hélio apdés de uma corrida(cohecida como corrida
ao zero absoluto) entre ele e Sir Jame Dewar, alcangando a temperatura de 4,20 K. On-
nes interessou-se por saber o que poderia acontecer com os elétrons de um metal ao ser
esfriado cada vez mais. Uma das posibilidades era que estes elétrons se congelasem, em
cujo caso a resistividade deveria aumentar. Em 1911, trés anos depois, o proprio Onnes e
seus estudantes, Gilles Holst e Master G. J. Flim(técnico encarregado) durante investigagoes
sobre o comportamento da resistividade de materiais em baixas temperaturas|1], mediram
a resisténcia de um capilar de Merctrio puro, diminuindo sua temperatura, observando que
quando esta atingia os 4.2 K, sua resistividade era praticamente nula abaixo de uma certa
temperatura denominada temperatura critica (7,) enquanto a corrente flufa livremente pelo
material. Esse resultado foi apresentado por Onnes em um artigo publicado em uma re-
vista cientifica holandesa em Maio de 1911. Foi descoberto, assim, no mesmo laboratorio da
universidade de Leiden, o estado supercondutor. Os materiais com essa propriedade sao cha-
mados supercondutores. A Figura 1.1 mostra a resisténcia elétrica da amostra de Merctrio
caindo abruptamente a niveis préximos de zero quando a temperatura chegava ao marco de
4.2 K.

Este comportamento do Merctrio foi interpretado como resultante de uma transicao de fase

de um estado metalico, com comportamento resistivo normal, para um estado supercondutor,
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Figura 1.1: Dependéncia da resistividade do Mercurio com a temperatura encontrada por H.K.

Onnes em 1911[2].

com resisténcia elétrica nula. Por seus esforcos em 1913, Onnes, recebeu o prémio Nobel de
Fisica por este trabalho e pela liquefacao do Hélio. Foi a universidade de Leiden pelos 15
anos consecutivos o unico local do mundo onde Hélio liquido era fabricado.

Outros materiais como o estanho e chumbo, assim como suas ligas, mostram resultados si-
milares ao Mercurio. Em 1914 Onnes mostrou[3] que é possivel estabelecer uma corrente
permanente num anel de chumbo no estado supercondutor. Mostrou-se assim, nesste expe-
rimento, que a resistividade dos supercondutores diminui praticamente a zero porque nao
ha dissipacao da corrente. Hoje é sabido que a corrente num anel supercondutor poderia se
manter sem mudancas durante 10'°" anos[4].

Em 1933, Walther Meissner e Robert Ochsenfeld realizaram um experimento que media o
fluxo magnético ao redor de amostras em diferentes temperaturas. Para materiais super-
condutores, eles observaram que, abaixo da temperatura critica, praticamente todo o fluxo
magnético da amostra era expulso (Figura 1.2). A supercondutividade e a condutividade
perfeita nao sao o mesmo fendmeno. Um supercondutor nao sé impede a penetragao de um

campo magnético externo, como também expulsa qualquer campo previamente estabelecido
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I>»'L T=T,

Efeito Meissner - Oschenfeld (1933)

Figura 1.2: Um campo magnético constante em uma amostra inicialmente normal é expelido quando

ele é esfriada abaixo de T.

no estado normal. Esta propriedade dos supercondutores os diferencia de um condutor per-
feito (aquele com resistividade nula no qual é uma idealizacao em eletromagnetismo cldssico).
Supercondutores que apresentam um completo efeito Meissner sao ditos do tipo I, eles sao,

além de condutores perfeitos, também diamagnéticos perfeitos.

Em 1935, os irmaos Fritz e Heinz London [5] desenvolveram a primeira teoria fenomenoldgica
para explicar as propriedades dos materiais supercondutores observadas experimentalmente.
Eles propuseram uma teoria que explicasse as duas principais propriedades dos supercondu-
tores do tipo-I: o efeito Meissner e a auséncia de resisténcia elétrica. A derivacao do modelo
proposto pelos irmaos London se baseava no modelo de Drude-Lorentz[6] para descri¢ao do
movimento dos elétrons em um metal. A teoria de London tornou possivel prever o comporta-
mento da inducao magnética, e das correntes dentro do supercondutor. Assim, foi mostrado
que o campo magnético decai a uma distancia caracteristica conhecida como comprimento
de penetracao de London A, que descreve a espessura de penetracao do campo magnético

aplicado paralelamente a superficie do supercondutor. Embora a teoria conseguisse descrever
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o fendmeno a mesma nao era capaz de explicid-lo microscopicamente.

Em 1950, uma nova teoria fenomenoldgica é proposta por Vitaly Ginzburg e Lev Landau
(GL) [7], a chamada teoria de Ginzburg-Landau (TGL), a qual nasceu a partir da teoria
geral de Landau com respeito as transicoes de fase de segunda ordem. Utilizando a idéia
da existéncia de um parametro de ordem supercondutor ¥ (r) e do potencial vetor A(r), a
TGL conseguiu apontar a existéncia nao sé do comprimento de penetragao A, como também
do comprimento de coeréncia &, relacionado a variagao espacial de ¥ (r). Por sua natureza
complexa, o parametro de ordem nao possuia significado fisico, no entanto, sua norma ao
quadrado representa a densidade de elétrons supercondutores. A TGL possibilitou, através
do parametro de GL, k = \/&, a descrigao de dois tipos existentes de supercondutores:tipo
I (k < 1/2) e tipo II (k > 1/2). Podemos mostrar que para K — oo a T'GL recupera a
Teoria de London.

O efeito isotdpico, descoberto em 1950 por dois grupos de pesquisa independentes|[8], forne-
cia dados que confirmavam a participacao do fonon no mecanismo da supercondutividade,
pois constatou-se a variacao de T, com a massa isotépica de supercondutores elementares.
Por exemplo, ao se aumentar a massa atomica do Mercurio de 199,5 para 203,4 u.m.a a

temperatura critica varia de 4,185 K a 4,146 K.

Em 1953 Lars Onsager, mediu o fluxo magnético que passava através de um anel supercon-
dutor e achou que o fluxo era a metade do valor esperado, observou que o valor minimo era

coerente com um valor de duas vezes a carga do elétron (¢g = hc/2e ).

Utilizando a teoria de GL, Alexei A. Abrikosov em 1956, mostrou que existe uma segunda
classe de supercondutores denominados supercondutores do tipo II. Demonstrou que neste
tipo de supercondutor o fluxo magnético penetra dentro do material em forma de vortices,
isto é, pacotes de fluxo magnético quantizados, formando uma rede triangular em um super-

condutor homogéneo[9)].

Baseado na idea de Lars Onsager[10], Leon Cooper percebeu que, a baixas temperaturas(no
estado supercondutor), as vibragoes da rede cristalina forcavam a os elétrons a se empare-
lharem. Este emparelhamento forcado lhes permite superar os obstaculos responsaveis pela
resisténcia elétrica em um condutor. O acoplamento de elétrons no estado supercondutor é

vantajoso, porque é um estado de energia mais baixo, em que os pares sao movimentados de
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uma maneira ordenada,a diferenca do que acontece com os elétrons individuais.

Em 1957, Bardeen, Cooper e Schieffer propoem uma teoria microscopica para a super-
condutividade, conhecida como teoria BCS, onde é assumida a formacao de pares de
elétrons(chamados pares de Cooper) ligados que carregam a supercorrente e a existéncia
de um gap de energia entre os estados normal e supercondutor. Os resultados da teoria de

Ginzburg e Landau sdo bem descritos dentro no formalismo da teoria BCS[11].

E importante ressaltar que foi o alemao Herbert Frohlich[12] o primeiro a sugerir a atragao
entre elétrons via fonons e que essa atracao produzia um gap[13] (banda proibida) de energia

entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado.

Em 1962 com base na teoria BCS, o fisico inglés Brian D. Josephson supos que a jun¢ao
de dois materiais supercondutores apresenta propriedades particulares(previu que poderia
haver uma corrente eléctrica entre eles, mesmo que haja uma pequena separacao entre os
dois, devido ao efecto tunel), o que foi comprovado posteriormente por Anderson e Rowell
experimentalmente. Esse efeito ficou conhecido como Efeito Josephson|[14]. Por essa

descoberta Josephson ganhou o Prémio Nobel de Fisica em 1973.

No momento em que a maioria dos fisicos tinha abandonado a idéia de encontrar um super-
condutor de alta temperatura, os fisicos J. G. Bednorz e K. A. Miiller[15], en 1986, deram

um grande salto.

Até antes de 1986 a temperatura critica mais alta conhecida para um supercondutor era
a do composto Nb3Ge, para o qual T, = 23,2 K, e a teoria BCS previa que T, poderia
subir no méaximo um ou dois graus. Contudo, baseando-se nesta teoria, foi estabelecido, no
inicio da década dos 70, que a T, nao devia exceder os 30 K. Foi depois de uma década
que J.G. Berdnoz e K.A. Muller, trabalhando no IBM Research Laboratory de Zurique
(Suiga), encontraram um supercondutor de alta temperatura critica com T, = 30 K. O novo
material era uma ceramica(LasCuQO,). Bednorz e Muller receberam o Prémio Nobel em
1987, tornando-se o Nobel mais rapido da histéria.

Em 1987 C.W. Chu e colaboradores descobriram , uma nova ceramica supercondutora de
formula Y BasCuzOr_s com uma temperatura critica superior a temperatura de ebulicao do

nitrogénio liquido[16]. A teoria BCS nao consegue explicar totalmente as altas temperaturas
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criticas observadas nestos tipos de compostos.

O periodo desde 1930 até 1986 foi nomeado FEra do supercondutor de Niobio, porque a
presenca do Nb e seus compostos dominarom as altas 7.. O novo periodo que teve inicio
em 1986 foi chamado Era do Ozido de cobre porque a presenca de cobre e de oxigénio exceto

em poucas excegoes, foi fundamental para se obter T, maiores de 40 K.

Os mateirais supercondutores podem ser classificados de diversas formas ou critérios, os mais

comuns sao:

e Por suas propriedades fisicas: podem ser do Tipo I (se sua transi¢ao de fase for de

primeira ordem) ou do Tipo II (se sua transi¢ao de fase for de segunda ordem).

e Pela Teoria que o explica: podem ser convencionais (se podem ser explicados pela

Teoria BCS) ou nao convencionais caso contrario.

e Pela sua temperatura critica: podem ser de alta-temperatura (geralmente se atingem o
estado supercondutor quando resfriados com nitrogénio liquido, 7. > 77 K), ou podem
ser de baixa-temperatura (geralmente quando necessitam de temperaturas mais baixas

que 77 K para atingir o estado supercondutor).

e Pelo material: podem ser elementos quimicos (como o Merctrio e o chumbo), ligas
(como a titanio-niébio ou germéanio-niébio), ceramicas (como o YBCO ou o diboreto
de magnésio), ou mesmo supercondutores organicos como fulerenos e nanotubos de

carbono.

O tépico anterior mostra que nao existe apenas uma forma de classificar os supercondutores.

A perda da resistividade elétrica de um material tem diversas aplicacoes tecnoldgicas interes-
santes, como por exemplo a possibilidade de conduzir eletricidade por longas distancias sem
perda de energia por meio do efeito Joule. Também podemos citar aplicagoes medicinais im-
portantes, como a ressonancia nuclear magnética e a construcao de dispositivos eletronicos
conhecidos como SQUID (Dispositivo Supercondutor de Interferéncia Quéntica), usados
para medir campos magnéticos extremamente baixos, como os produzidos pelo coragao e o

cérebro. Os materiais supercondutores apresentam essa propriedade, pelo qual justifica-se
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o interesse no estudo tedrico das caracteristicas dos supercondutores tipo II. Do punto de
vista pratico, eles tem temperaturas criticas mais elevadas, o que significa processos mais
baratos para obté-las, tornando viavel sua exploracao comercial. O nitrogénio, por exemplo,

se liquefaz a 77 K, sendo muito mais barato e mais facil de obter do que o Hélio liquido.

Nos supercondutores do tipo II existe, na presenca de um campo magnético, uma regiao
na qual o campo penetra gradualmente ao interior do mesmo na forma de linhas de fluxo
magnético chamados (vdrtices). Essas regides sdo chamadas normais(nela o material apre-
senta uma fase chamada fase normal). Outras partes do material nao deixan que o campo
penetre, e sao chamadas regides supercondutoras(e a fase correspondente, fase supercon-
dutora). No material hd uma coexisténcia de fases normais e supercondutoras na qual
chamou-se estado misto. O movimento dos voértices é capaz de destruir a supercondutivi-

dade.

Por isso tem sido muito intenso nos ultimos anos o estudo da dinamica de vdrtices em

materiais supercondutores do tipo II, tendo em vista suas aplicagoes praticas.

Os vértices individuais, em supercondutores tipo II, foram vistos pela primeira vez por U.
Essmann e H. Trauble através da técnica de decoracao Bitter[17]. Neste trabalho propomos
um método geral para calcular a diferenca de energia livre de Gibbs entre o estado de vértice
e o estado normal valido perto da transicao supercondutora normal, onde o parametro de
ordem é pequeno. Este método é geral porque se aplica a qualquer configuracao de vértice
em qualquer geometria da area da secao transversal. O parametro de ordem que descreve
o estado dos vortices pode ser obtido a partir do representacao conforme. A diferenca de
energia de Gibbs é obtido em poténcia do parametro de ordem, o campo magnético local e as
correntes dentro do supercondutor. Além disso, também obtemos outras caracteristicas inte-
ressantes, como o campo magnético no centro do nicleo do vértice, e também a magnetizagao

paramagnética.

A presente dissertacao esta organizada da seguinte maneira:

e No Capitulo 2 presentamos a teoria de London primeiramente e a teoria de Ginzburg-

Landau depois, como as duas principais teorias fenomenologicas da supercondutivi-

dade.
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e No Capitulo 3 introduzimos o elemento-chave para nossa abordagem, que é a de-
composicao da energia cinética em uma soma de trés termos, a saber, a condicao do
estado base, a interacao magnética e o termo de fronteira. Esta decomposicao esta
diretamente relacionada com as equacoes de primeira ordem, discutimos o papel de-
sempenhado pelas condigoes de fronteira no contexto das equagoes de primeira ordem

e obtemos expressoes para a magnetizacao e a energia livre de Gibbs.

e No Capitulo 4 Nesta se¢ao chegamos as conclusoes e os detalhes do método usado no

trabalho sao dados.



Capitulo 2

Teorias fenomenoldgicas

2.1 Equacao de London

Os irmaos London propuseram uma teoria fenomenolégica para explicar as duas principais
propriedades dos materiais supercondutores do tipo I obtidas experimentalmente: o efeito
Meissner e a auséncia de resisténcia elétrica. Eles apresentaram duas derivagoes, uma dela
se baseia no modelo de Drude-Lorentz[2]. A segunda derivagao se baseia no modelo de dois
fluidos, o qual supoe que para T' < T, , todos os elétrons livres no material supercondutor
podem ser divididos em dos grupos: uma fracao dos elétrons comporta-se de forma nor-
mal, enquanto que os elétrons restantes exibem um comportamento anomalo, os quais sao
responsaveis pelas propriedades supercondutoras.

O modelo de Drude-Lorentz é equivalente a segunda lei de Newton para a velocidade v de
um elétrom de massa m e carga e na presenca de um campo elétrico E com um deslocamento

viscoso proporcional a v7, a qual pode ser escrita comol[4]:

m <V + ;) =cE (2'1>

No caso de um condutor perfeito 7 — co, e vir — 0, por isso tendo em conta que j = nev

é a densidade de corrente, n é a densidade de electrons condutores, a equagao 2.1 pode se
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rescrever comao:

dj ne?
4 _ne (2.2)
dt m

Esta equacao é conhecida na literatura como primeira equacao de London. Aplicando o

rotacional na equacao 2.2 e tendo em conta a segunda lei de Maxwell:

10h
E=—— 2.
V x Y (2.3)
obtemos:
dj ne? Oh
e I 2.4
v (dt) mc Ot (24)
ou
0 . ne’

Esta notagao tem como objetivo o fato de que a indug¢ao magnética varia com a posi¢ao no

interior do material supercondutor.

Considerando agora a lei de Ampere V x h = 47/cj, podemos reescrever a equagao 2.5 como:

0 4dmne?
a(V><V><h+ = h)_O (2.6)

Dado que divergencia de h é nula pela lei de Gauss do magnetismo, a equacao 2.6 é simpli-

ficada como:

Introduzindo o comprimento de London, Ay , definido por:

mc?
o 2.8
L (47me2 > ’ (28)

N[
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a equacao 2.7 fica como:

1
V*h — Zh=0 (2.9)
L

Empiricamente este comprimento de penetragao tem a seguinte dependéncia com a tempe-

ratura:

1
2

MT) = A(0) [1 - <%)4 (2.10)

A equacao 2.9 descreve o carater diamagnético perfeito de um supercondutor e pode ser

resolvida unidimensionalmente. Para este efeito, consideramos a superficie de um super-
condutor muito grande, localizado na coordenada =z = 0 e infinitamente estendido ao longo
do plano (X, Z). O supercondutor ocupa a metade do espaco x > 0 e estd imerso em um
campo magnético paralelo a sua superficie, de modo que h = (0,0, h,(z)) (veja Figura 2.1).

A solugao de 2.9 é:

(2.11)

No interior do supercondutor, o campo magnético é reduzido por um fator 1/e quando
estd a uma distancia Ay, diminuindo asintoticamente a zero no limite + — oo. Apenas
alguns nanometros de distancia de sua superficie, o semi-espaco do supercondutor esta livre
praticamente do campo magnético e exibe o estado diamagnetico perfeito. Para o estanho,
por exemplo, uma estimativa do comprimento de penetragao ¢ A\, = 26 nm. Este valor
se desvia apenas um pouco do valor medido, que cai em baixas temperaturas na faixa de
25—36 nm[18]. Para amostras com espessura da ordem ou menores do que Az, o fendmeno da
supercondutividade é muito diferente, uma vez que o campo magnético nao chega a se anular
na espessura do condutor. Caso a intensidade do campo magnético seja aumentada acima de
um determinado valor, o fenémeno da supercondutividade pode ser destruido. Esse fato ja
tinha sido observado por Onnes, que também ja tinha verificado que elevando continuamente
a densidade de corrente, era possivel destruir a supercondutividade. Assim, trés parametros

criticos foram identificados: temperatura(T,), campo magnético (H.) e densidade de corrente

(Je)-
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0

Supercondutor

7

h(x)

wl | A

i

Figura 2.1: Diminuicdo do campo magnético no interior de um supercondutor perto da superficie

-
N

plana. Efeito Meissner.

Embora a teoria de London seja uma ferramenta 1til para descrever o comportamento do
supercondutor e o estado de vértices em supercondutores extremos do tipo II (k — 00),
trata os vortices como linhas, sem considerar seu tamanho fisico nem sua estrutura interna.
Além disso, a teoria de London descreve a supercondutividade a campo constante e muito
menor que o campo critico superior da amostra. Também nao pode ser aplicada a sistemas
em que a densidade de vortices é alta. Para poder analisar o estado supercondutor em casos
mais gerais, é necessario a construgao de uma teoria que permita estudar a estrutura interna

do vortice.

2.2 Equacao de Ginzburg-Landau

A teoria de London foi um passo muito importante na compreensao da supercondutividade,
mas ela tem a hipétese de que a densidade de electroes é constante no espaco. Dessa forma

a teoria nao permite o calculo correcto da tensao superficial entre um metal normal e um
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supercondutor e nao permite descrever corretamente a destruicao da supercondutividade por

um campo magnético ou uma corrente.

A Teoria de GL da supercondutividade descreve a energia livre de transicao do estado
supercondutor ao estado normal através do parametro de ordem, 1 (r), e tem como base

conceitos termodinamicos como fenomenos criticos e transicoes de fase.

O estado de equilibrio de um corpo homogéneo é determinado pela especificacao de duas
quantidades termodinamicas quaisquer, por exemplo, o volume V e a energia interna U. No
entanto, nao todo par de valores de V' e U no equilibrio corresponde a um estado uniforme do
corpo. Pode acontecer que para certos valores dessas variaveis o corpo nao seja homogéneo
em equilibrio térmico, mas exista em duas partes uniformes em contato uns com os outros e
em estados diferentes. Tais estados de uma substancia que podem existir simultaneamente
em equilibrio uns com os outros, enquanto eles estdo em contato, sdo chamadas fases [19].
Em cada fase certas propriedades macroscépicas podem mostrar valores muito diferentes.
Um exemplo do anteriormente dito é um material supercondutor tipo II na presenca de
um campo magnético. Nele existem duas regioes uma normal na outra supercondutora
em contato a mesma temperatura. Durante uma transicao de fase de determinado meio,
certas propriedades do meio mudam, muitas vezes de modo descontinuo, como resultado da

alteracao de alguma condicao externa, tal como temperatura, pressao ou outras.

Os fenomenos criticos sao observados hd mais de cem anos, e sao assim denominados por
ocorrerem préximos a um ponto critico que, por sua vez, pode ser entendido como o ponto
do diagrama de fase de um sistema onde a transicao de fase é de segunda ordem. Nas suas
proximidades, diferentes sistemas comportam-se de modo semelhante, obedecendo a lei de

poténcias cujos expoentes nao sao inteiros, os denominados expoentes criticos.

No estado normal, acima da temperatura critica do supercondutor, ¥ (r) é zero, enquanto

que no estado supercondutor, abaixo da temperatura critica, ¢(r) é diferente de zero, o seja:

0, seT > 1T,
= (2.12)
#0, seT <T,.

O fenomeno da supercondutividade trata-se de um fenomeno quantico macroscopico. Para
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levar em conta os efeitos de origem quantica, o parametro de ordem tem que ser complexo
Y(r) = [ib(r)|e?™) sendo |¢(r)|? = ny(r) a densidade de pares de Cooper. Desse modo,
¥ (r) pode ser interpretado como uma pseudo-fungao de onda dos portadores de carga do
supercondutor. Os trabalhos de Gorkov[20] ajudaram a interpretagao desta pseudo funcao
de onda quantica que descreve o centro de massa dos super-elétrons num supercondutor.
Como todos os pares de Cooper condensam no mesmo estado, de dimensao macroscopica,

uma Unica funcao de onda é suficiente para descrevé-los em conjunto.

A teoria de GL considera que préximo a transigao de fase ¢(r) é pequeno e varia suavemente
no espago. Dessa forma, a energia livre de Gibbs num campo magnético aplicado pode ser

expandida em potencias de |¢)|> e do potencial vetor A como:

_ 2 Bryay L (hg_ 2 ,, (h—H)
gs—gn+ay¢|+2|w|+2m*|<iv CA>¢|+ F— (2.13)

Os coeficientes da expansao a e [ sao parametros fenomenolégicos fungoes regulares da
temperatura 7. Assumimos que ( deve ser positivo, pois caso contrario, a densidade de
energia livre s6 apresentaria minimo global quando v = oo, o que dificultaria a teoria. G
é a densidade de energia livre do estado supercondutor, G,, do estado normal, A(r) é o
potencial vetor, H(r), o campo magnético externo aplicado, h=VxAo campo local e m*
e €* sao a massa e a carga dos pares de Cooper.

Em um sistema onde nao exista campo magnético aplicado e nao ha variacao do parametro
de ordem, podemos obter as grandezas que caracterizam o estado supercondutor. Neste

casso a equagao 2.13 fica como:

Gs :Qn+a|¢|2+§|¢\4. (2.14)

A equacao 2.14 pode ser interpretada como a expansao da densidade de energia livre em
poténcias de |¢|* para um supercondutor homogéneo préximo da temperatura critica e na
auséncia de campo magnético, T~ T. (H = 0). A densidade de pares de Cooper (]1|?) pode
ser achada da equagao 2.14 minimizando a energia livre a temperatura 7.

Mostremos, primeiramente, qual é o significado fisico dos parametros fenomenolégicos a e

B. « pode ser positivo ou negativo. Se for positivo o Uinico minimo da energia ocorre em
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00 T"I]

%

Figura 2.2: Comportamento do funcional da energia livre 2.14 ao variar o valor de ¢ para o caso

sem campo magnético e considerando que ¢ varia suavemente no espaco paraa > 0, a =0e a < 0.

¥ = 0 (o material esta no estado normal). Se a < 0 o minimo ocorre em [1)|?> = —a/f3, no
qual é o valor que o parametro de ordem toma em um supercondutor infinito na auseéncia
de campos e gradientes (veja Fig. 2.2). O coeficiente a(7T") é negativo para T' < T, e positivo

no caso contrario.

Para ter em conta este fato, fazemos a expansao em serie de Taylor até primera ordem de
a(T) , o seja, a(T) ~ (T — Tp) av, sendo o uma constante positiva. S(T') ~ [y, sendo 5y
uma constante positiva que é caracteristico do material. Quando T" < T, a energia livre tem

um minimo absoluto para ||*> = —a/f, o seja, 1) # 0. No caso em que T' > T, entao || = 0.

) 0, seT >T,, e,
||” = (2.15)
S (L.—T),seT <T.
Quando T > T,, o material assume o estado normal e quando T' < 7., o material opta

por assumir o estado supercondutor. Neste ultimo estado a diferenca de energia livre entre

o estado normal e supercondutos possui dois minimos localizados em » = £1/—a«/, cujo
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valor é dado por:

042

Gs —Gn = R (2.16)

Se a funcional da energia livre 2.13 é integrada e minimizada com relagao ao parametro de

ordem ¥* e ao potencial vetor A é possivel achar as equagoes de Ginzburg-Landau:

D2
il + Bl + 5t =0, ¢ (2.17)
- 4
V xh= {j, (2.18)
Onde a densidade de corrente é dada por:
. q* = o 4e*
= D D — —]*A. 2.1
i= g (W By + v D) = (2.19)

Aqui ¢* = 2e e m* = 2m, sdo a carga e a massa dos portadores da supercorrente.

Na secao 3.1 do capitulo 3 adicionaremos as condigoes de fronteira as quais permitem achar

as solugoes fisicas possiveis.

2.2.1 Comprimentos caracteristicos

A teoria de GL introduz dois importantes comprimentos caracteristicos: o comprimento
de penetragao A\(T") e o comprimento de coeréncia &(7"). O comprimento de penetracao
indica o comprimento sobre o qual o campo magnético H pode variar e o segundo indica o

comprimento sobre o qual o parametro de ordem pode variar(ver Figura 2.3 ).

O parametro adimensional k , especifico de cada material, chamado parametro de GL, e

definido como:

_ A0
()

descreve a relacao entre a penetracao do fluxo em um supercondutor e a coeréncia da sua

supercondutividade. Como A(T") e £(T") divergem basicamente na mesma forma em 7' = T,
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supercondutor
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Figura 2.3: Distribuicao espacial do parametro de ordem ¢ e o campo magnético H numa interface

supercondutor-normal.

k é considerado, para efeitos praticos como um parametro constante em T. Este parametro

permite identificar o tipo de supercondutor: se k < 1/2 supercondutor tipo I e se k > 1/2

supercondutor tipo II.



Capitulo 3

Equacao de Primeira Ordem

Desde que foram vistos pela primeira vez os vortices individuais em supercondutores de tipo
I1, vérias outras técnicas foram desenvolvidas para este propdsito[21], como a microscopia
de varredura SQUID [22], imagem magneto-Gptica de alta resolucao [23, 24], rotacao de spin
muo (uSR)[25, 26], microscopia de tunelamento por varredura[27, 28] e microscopia de forga
magnética[27]. Esses avangos na visualizagao de vértices individuais abre as portas para in-
vestigar novas propriedades[29, 30], como as do estado de vértice excitado (EVE). O EVE
traz um novo paradigma para o estudo da dinamica transitéria de vértices em supercondu-

tores com fronteiras, um assunto de interesse atual devido ao comego de instabilidades[31].

Um supercondutor de tipo I, na presenca de um campo magnético externo aplicado, contém
vortices em seu interior cuja densidade é fixada pelo proprio campo magnético. Uma vez
que o campo aplicado ¢é desligado, esse estado torna-se instavel e os vértices devem aban-
donar o supercondutor. No entanto, a sua saida pode ser dificultada pelas inomogeneidades
microscopicas que os mantém dentro do supercondutor. Faremos uma distin¢ao importante
respeito ao estado de vértice remanente no material supercondutor, de acordo a como seja
sua energia comparada com a energia do estado normal. Ja que o estado de vértice no inte-
rior do material supercondutor é sempre instavel, somente no caso do que sua energia seja

menor do que a energia do estado normal serd chamado EVE (energia do estado de vortice)
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3.1 A energia livre de Gibbs de um supercondutor

longo e as equacoes variacionais de segunda ordem

Neste trabalho é assumido um supercondutor longo, de secao transversal circular, tal que os
efeitos da parte superior e na parte inferior sao negligenciados, assim como uma simetria ao
longo do eixo maior. Qualquer corte de uma secgao transversal num plano dado z revela a
mesma area > e as mesmas propriedades fisicas. O campo magnético externo constante é
orientado ao longo do eixo principal, H = H,2. Portanto, o parametro de ordem ¢é somente
expresso por coordenadas neste plano, ¥ (x,y), e a Unica componente nao-zero do campo
magnético local é perpendicular a este plano, h,(z,y) = 0,4, (z,y) — 0, A.(x,y). A diferenca
entre as densidades de energia livres de Gibbs supercondutoras e normais, AG, é definida

CO1MoO:

. _ d*x 2 B
AG=6.~6,= [ SHam)f + S lul'+
T (3.1)
‘D@Z)‘ (Ez - ﬁa)Q
2m * 8T

}

O estado normal, G, = G,,, é alcancado para ¢ =0 e h, = H,. Os parametros de GL tém

as propriedades que 8 > 0 e,

<0 paraT <T,
a(T) é

>0 paraT > 1T,
onde ag é uma constante positiva. A notacao vetorial é bidimensional, tal que D=D,i+
D,y, onde D; = %65- — qAj(x,y)/c, 7 = x,y. As equagbes de segunda ordem sao obtidas
fazendo variacoes em relagao ao campo, §A e em relacdo ao parametro de ordem, dp*, o

qual conduz a equacao nao linear de GL,

D%y

2m

+ay+ B Y =0, (3.2)
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e a lei de Ampere,

- - 4w
V xh= % 7 (3.3)
onde a densidade de corrente é dada por,
j =5 (V" Dy +wDy). (3.4)
m

Como foi dito na secao anterior as condicoes de fronteira devem ser adicionadas para encon-
trar as solugoes fisicas razoaveis. Seja v o perimetro da area . Na fronteira deve ser vélido

que,

- ﬂfatw =0, e, (3.5)

hz’faty = Ha- (36)

A equagao 3.5 corresponde a nenhuma supercorrente fluindo para fora do supercondutor, e
a equacao 3.6 que, na fronteira do material supercondutor, o campo magnético no interior

do mesmo deve ser igual ao campo magnético fora dele.

Como a corrente é dada pela equacao 3.4, a condicao sob na derivada do parametro da

ordem,

7 - Db zapy = 0, (3.7)

¢ suficiente para garantir a condi¢ao da equacgao 3.5.

3.2 Dupla visao da energia cinética e as equacoes de

primeira ordem
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A densidade de energia cinética admite uma formulagao dupla, devido a identidade ma-

tematica na qual é provada no apéndice A, e é dada pela equacao A.12

[Dy? _ Dyl
2m 2m

h ’¢|2 q ( :c]y - ay]x) 9 (38)

onde Dy = D, +iD, e a corrente ¢ dada pela equacao 3.4. Essa decomposi¢ao da energia
cinética como uma soma de trés termos é exata, e sua derivagao [32] é dada no apéndice.

Portanto, a densidade de energia cinética,

d2z | D)2
Fo= | =270 _
F /2 ¥ 2m (3.9)

também é dada pela equacao,

’D+¢|2 2 h 1 77
F, = —=¢dl-j. 1
k/EZ(Qm R Ry (3.10)

Nesta visao dupla, hd uma contribui¢ao superficial (perimetral) devido a corrente. Para um

supercondutor volumétrico, onde ¥ — 00, a corrente superficial se anula devido a que as
correntes sao localizadas nuna regiao dentro de volumem longe das fronteiras ou devido as
condigoes periddicas de contorno, sendo os tltimos dos casos considerados por Abrikosov [9].
No entanto, no caso de uma &area finita, caso de um supercondutor mesoscopico, a corrente
nao se anula e por isso deve ser considerada.

A propriedade mais interessante da dupla formulacdo da energia cinética é que a corrente
também adquire uma nova formulacao. A corrente pode ser simplesmente obtida pela va-

riacao da energia cinética em relagao ao potencial vetorial,

1 [ Pra
5Fk:——/—‘rj.5A, (3.11)
>

e o uso da dupla formulagao leva a
Jo = o [(Dyd))" & + 4" (Dath)] — a4 [ (3.12)
T 2m 2m Y

Jy = 15 (D)~ (Dai)] + 140, (3.13)
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O termo de corrente superficial ndo contribui porque, na fronteira(y), a variagao do potencial
vetor, 0A = 0, para T em .
Nesta dissertacao buscamos o minimo da energia livre através de solugoes das equagoes de

primeira ordem, dadas abaixo,

D=0, ¢é (3.14)
i
h, = H — 2r—L|y]2, (3.15)
mc

em vez de solucoes das equacgoes de segunda ordem, dadas pelas equacoes 3.2 e 3.3. Na
equacao 3.15, H' é uma constante a ser determinada, mas cuja interpretacao é muito clara.
Ja que no nucleo do vértice, 1 = 0, pela equacao 3.15, H' = h_, o seja, H' é o campo local
h.. Na auséncia de vértices, o parametro de ordem é constante e H' = 27 (hg/mc) [¢]? ja
que deve segurar que h, = 0 em toda parte. Mostramos que as equagoes acima fornecem
uma solucao exata para a lei de Ampere e uma solucao aproximada da equacgao nao linear
de GL, assim, oferecem(as equacoes 3.14 e 3.15) um método facil e eficiente para achar o
minimo de energia livre.

A lei de Ampere é exatamente resolvida e para ve-lo, basta ter a condicao da equacao
3.14 para a corrente, como as dadas pelas equacoes 3.12 e 3.13. A lei de Ampere, dada
por dyh, = 4mj,/c e D.h, = 4mj,/c, sdo transformadas em d,h, = — (4whq/2mc) d,||* e
Ozh, = — (4whq/2mc) 0.|¥|%, j& que a equagao 3.15 ¢ vélida. Entao, obtém-se,

J ka‘ x 0|7, (3.16)

O termo da superficie, contido na dupla formulagao da energia cinética, é dado pela equagao

3.8.

h

. . h? 321,712
2_61 (&c]y - 8y]x) = +%8 |¢| . (3-17)
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A identidade matematica da equacao 3.8, torna-se,

—

2
| '=(H' W) 29y e, (3.18)

2m

uma vez assumido que as equacoes de primeira ordem sao satisfeitas. A equacao nao-linear
de GL 7?7 é aproximadamente resolvida no sentido de que sua versao integrada é resolvida
exatamente. Esta versao integrada ¢ obtida pela multiplicagao da equacao GL nao-linear

com 9*, e depois fazendo uma integragao em toda a area > do supercondutor:

[ w2 s amyer + sty =0 (3.19)

Transformaremos esta equacao em uma equacao algébrica cuja utilidade é fixar a escala do
parametro de ordem o qual permaneceu indefinido quando foi resolvido a invariante escala
equacao 3.14. O primeiro termo da equacao integrada somada com seu conjugado complexo

e dividido por 2, pode ser expandido da seguinte forma,

52 320\ © 2 R 12
E [wD L4 + <D ¢) w] = —f—m§2|¢|2 + %. (3.20)

2 2m 2m 2m

Inserindo a equacao 3.20 na equagao integrada 3.19 , somando com seu conjugado complexo

e dividindo por 2, é obtido que,

a2
[ S+ Bl + vl = 321)

O uso da equagao 3.18 transforma a equacao integrada 3.19 na seguinte:

[ S5 o) e [(%)—ﬂ] i) =0 (522

Em resumo, a equacao 3.14, juntamente com a equagao 3.22, determinam completamente o

parametro da ordem, ¢, e da equagao 3.15, é obtido o campo magnético local, h,.
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3.3 As condicoes de contorno, a magnetizacao e a ener-

gia livre de Gibbs

Nao deve haver fluxo de corrente fora do supercondutor e o campo magnético deve ser
continuo na fronteira. Aqui abordamos a questao de como satisfazer essas condicoes de fron-
teira no contexto das equacoes de primeira ordem. As proprias condig¢oes de fronteira sao
equacoes de primeira ordem, como se vé nas equacoes 3.5 e 3.6, e assim, sua verificagao é
facilmente compreendida no contexto das equagoes de segunda ordem. Por exemplo, a deri-
vada do parametro de ordem normal a superficie deve desaparecer, de acordo com equacao
3.7, mas esta condi¢ao nao pode ser imposta em 1, obtida através da equagao 3.14, porque
esta é uma equagao de primeira ordem e nao ha suficientes parametros livres nesta solugao.
No entanto, é possivel satisfazer a equacao 3.5 simplesmente pela exigéncia de que a densi-
dade [¢)]? seja constante na fronteira, no qual introduce um novo parametro, ¢y, determinado

pela equagao nao-linear integrada de GL, equacao 3.22.

[9|* = cf para T at v é, (3.23)
h
H' = H, +21—Le2. (3.24)
mc

Portanto, a constante H' é automaticamente fixada por ¢y de acordo com a equagao 3.15. O
ponto importante é que a equacao 3.23 é suficiente para garantir que nao haja corrente que
flua fora do supercondutor, é uma consequéncia direta da equacao 3.16, ja que 5|1p|2 = 0.
Como [t)|? é constante na fronteira nao ha gradiente tangencial a ele e sim perpendicular,
5!¢|2 ¢ normal a superficie, tornando ; sempre tangente a superficie.

A magnetizacao M, também é obtida diretamente do formalismo atual e facilmente mostra-
se paramagnética na auséncia de um campo externo aplicado. De acordo com a equagao

3.15,

d? 2
Bzz/—th:H’—zxwuB/—wa, (3.25)
s X SEpY
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dado em unidades do magneton de Bohr, up = zh_rgc' Basta seguir o relacao termodinamica

B, = H,+4nM, e a equacgao 3.24 para obter que,

d*x

M. = [ 5 (= 10P). (3.26)

o que significa que a integral tem a dimensao de inverso de volume. No caso de nenhum
campo externo aplicado, o parametro de ordem é maximo na fronteira, ou seja (|1|* < c2),
e entao, a magnetizacao é paramagnética, M, > 0.

Sob a condicao de que as equacoes de primeira ordem estejam satisfeitas, a energia livre de

Gibbs da equagao 3.1 torna-se,

29 = [[ (o + L W [ﬁ - (%)] uI*)

_|_—(H/ _ Ha)2 + h_2 ﬂﬁ
8w dm J, X

~

(3.27)
aly[>.

Duas contribuicoes diretas da fronteira na energia livre, as quais nao estao presentes no
tratamento de A. Abrikosov sobre a teoria de GL [9], sdo a energia do campo devido a
H' #+ H,, de acordo com a equagao 3.24, e a contribuigao perimetral do gradiente normal de
Y[

Perto da transicao para o estado normal, o parametro de ordem é fraco, fato que permite
a expansao da energia livre em poténcias de 1. Desde este ponto de vista, essa fraqueza
também leva a proposta de um método iterativo para resolver as equagoes de primeira ordem.
Em primeiro lugar, procura-se uma solucao para v na equacao 3.14 sob um campo externo
conhecido Hj suficientemente préximo ao campo critico superior que define o parametro
de ordem nas proximidades da transicao ao estado normal. Qualquer solucao da equacao
3.14, multiplicada por uma constante também é uma solucao e esta constante ¢é fixada pela

equacao integrada 3.22. A equacao 3.14 pode ser reescrita como,

.0 0 27 )
K-% N a—y) - (Aa-ia)| v =0. (3.28)

Vamos introduzir a notagao complexa,z = x + iy, Z = x — 1y em 3.28, e considere um campo
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externo constante, H,, tal que A, = —H,y/2 e A, = H,x/2. Neste caso, a equacao acima

se torna,

%Z;) _ (7;([1;]02) W(z %), (3.29)

onde 0/0, = 1/2(9/0, —1i0/0,) e seu complexo conjugate é 0/0; = 1/2(0/0, +10/0,). A

solucao da equagao 3.29 é achada

B(z,7) = f2)e (5)7) (3.30)

onde f(z) é qualquer fungao de z. O campo local é igual a H, mais uma corre¢ao proporcional
a |¢|* de acordo com a equagao 3.15. Muito perto do estado normal, espera-se que esta
correcao seja pequena, de modo que basta resolver a equagao 3.14 e manter a solugao na
equacao 3.15 sem qualquer nova recorréncia, ou seja, um retorno a equacao 3.14 com uma
A corrigida associada ao campo local h,. Assim, a busca de uma solugao ¥ (z,z) em uma
geometria dada com area de segao transversal 3 e perimetro v é reduzida a achar a fungao
analitica f(z) que ird provocar que |¢(z,Z)|?* seja constante na fronteira, . Considerando
que na fronteira |1)|? = 3 isto significa que a fungao analitica f(z) deve satisfazer a condigao
|f(2)] = coexp (mH,/2®¢|z|*), onde z pertence na fronteira. Para um disco circular, |z| é
constante na fronteira, mas no caso de uma geometria arbitraria, esta caracteristica nao é

mais satisfeita. Neste trabalho, consideraremos apenas que nao existe um campo externo

aplicado, H, = 0.

3.4 Unidades adimensionais

Neste ponto, achamos 1til mudar para unidades adimensionais e reescrever todas as ex-
pressoes anteriores dessa maneira. Como é sabido, a teoria GL tem apenas uma constante
de acoplamento, kK = A/, a relagdo entre o comprimento de penetracdo de London A =

1/2

(mc?/Amq®2)"* e o comprimento de coeréncia, & = (h?/2m|a|)"/?, respectivamente, onde

wo = (a|/B)"2. Isso faz essa relacio independente da temperatura, & = (8/27)"? mc/hq, e
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apenas dependente dos parametros dos materiais. Vamos nos referir apenas neste paragrafo
as unidades adimensionais pela notacao primada. Por exemplo, a distancia é medida em
termos do comprimento de coeréncia tal que ¥ = £7'. O campo magnético é expresso em
unidades do campo critico superior,ﬁ = Hcgfz’, Ho = \2kH, = <I>0/27r£2, ®y = he/q, onde
H. = ®,/ 2mV2XE é o campo termodinamico. Entdo, o potencial vectorial adimensional
é dado por A = Hcgéff’, e a derivada covariante torna-se D; = D’/¢, D} = 1/i0} ja que
0; = 0;/¢. O parametro de ordem adimensional é obtido de ¢ = 1g%". O valor do parametro
de ordem na fronteira também é definido sem dimensao, ¢y = ¥y, finalmente, a magne-
tizagao adimensional é M, = M!H/87rk? j& que ¢2up = H./8TK>.

Daqui em diante, tiramos a notacao primada em todas as quantidades, o que significa que elas

sao todas expressas em unidades adimensionais. As equacoes de primeira ordem tornam-se,

Dt =0, (3.31)

_ 2
he = H' — 5ol (3:32)

Se o parametro de ordem e o campo magnético local satisfacam as equagoes de primeira

ordem, a energia cinética de 3.8 torna-se

Dol = (B = ol ) P + 5 or (3.33)

A equacao integrada 3.22, em unidades reduzidas torna-se,

/Ed%” [(H’ — 1) J¢* + (1 - @> W} = (3:34)

A diferenga de energia livre de Gibbs da equacao 3.35 estd, em unidades de H? /4w = |a|?/3
dada por,

AG =

ax 2 4 44 D2
,QW / T lof? + gl + | Dl )

w* (h, — Ha)2}.
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Da mesma forma, a equacao 3.27, torna-se,

[z , 1 1 A
8= [ etk (1- 55 )

: (3.36)
+5 O+ (H' — H,)'}.

3.5 Estado de vortice excitado e a representacao con-

forme

Nesta dissertacao vamos considerar na seguinte situacao fisica:

temos um material supercondutor cilindrico longo tipo II, o qual esta em estado supercon-
dutor(embaixo da temperatura critica 7" = T,). Um campo magnético constante é ligado e
os vortices penetram dentro do material. O campo é desligado e vortices remanentes ficam
dentro do material no caso de que sua energia livre seja menor que a energia do estado

normal do material. Neste caso chamamos este estado: Estado de Vértice Excitado,

EVE.

Na auseéncia de um campo aplicado fora do superconductor, H, = 0, e com ajuda da equacgao

3.34, a densidade de energia livre de Gibbs da equacao 3.36 transforma-se,

d*x 1 / o Lz o 2 1712
A(]:/ —{—=(1+ H") |9]" + =0°|v|” + k°H"}. (3.37)
s 2 2 2

Entao H' deriva-se diretamente da equacao 3.24. Perto do estado normal, o parametro de
ordem ¢é o suficientemente pequeno para que a repeticao das equagoes de primeira ordem
nao seja necessaria. Isso significa que o campo magnético local é pequeno o suficiente para
que ele possa ser descartado na equacao 3.38 e obtido diretamente de 3.39. Neste caso, as

equagoes 3.31 e equacao 3.32 sao reduzidas a:
0+ =0, e, (3.38)

_ g WP

he = == (3.39)
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A conexao entre os estados de vértice e a representacao conforme resulta da equacao 3.29,
que simplesmente se transforma em:
(2, 2)

Expressando o parametro de ordem como ¢ = ¥ r+1i1; na equacao 3.38, é obtido que 0,19 r+
Oyr = 0 e Oyyr + 0,11 = 0, as quais sao as conhecidas condigoes de Cauchy-Riemann para
uma funcao analitica. Recordamos o chamado Teorema do Mddulo Mdzimo em Matemética,
que diz que, pora uma fungao analitica ¢(z) em uma determinada regido ¥, o valor maximo
de [1)(z)| necessariamente cai em sua fronteira . Este teorema é 1til porque, a partir dele,
sabemos que o parametro de ordem, constante na fronteira, atinge o seu maximo valor 14, e,
portanto, a magnetizacao é necessariamente paramagnética. A presenca de vortices dentro
do material supercondutor, s6 levara ao desaparecimento do parametro de ordem em pontos
no seu interior, ¢» = 0, e 0 maximo de |¢| na fronteira. Esta caracteristica ajuda a estabelecer
diferencas fundamentais entre fronteira finita e supercondutor volumétrico, no tdltimo caso
apenas solugoes periddicas sao procuradas. De acordo com o teorema de Liouville [33]
Qualquer funcao analitica periddica 1) com zeros também deve divergir, a partir do qual se
conclui que a tnica solugao fisica possivel é a constante. Em outras palavras, nao é possivel
encontrar solugoes vortices sem a presenca de um campo aplicado em uma célula unitaria
com condigoes de fronteira periddicas. No entanto, eles existem para o supercondutor longo
com uma secao transversal finita. Assim, concluimos a partir da discussao acima que o
presente método é geral e se aplica a qualquer nimero de vértices em qualquer geometria
de secao transversal. Como exemplos de nosso método geral, detalhamos nesta dissertacao
dois casos particulares de um disco, ou seja, o vortice com vorticidade L em seu centro e o

vértice com vorticidade um em qualquer posicao dentro do disco. Definamos as integrais,

1 d*x
I, = —/ ?Wz, (3.41)
¥

)

d2
/ng. (3.42)

oﬁuxl =
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2
Co Jx

1 [ &
L= T‘”aﬂw. (3.43)

Essas integrais sao resolvidas em detalhes em [34].

A partir da equacao integrada 3.34 e a condi¢ao de que o campo magnético local anula-se

na fronteira, obtém-se que,

, 1-H L

=————= 3.44
2
! €o
= —. 3.45
Resolvendo estas equacoes para ¢y ¢ H', obtemos,
2215/ 1
2 2/ 44
= 3.46
Co 252_14_[2/[4767 ( )
H' = L/1 (3.47)

22 — 1+ L/1;
Observe que I, > I, é satisfeito porque o parametro de ordem dividido por ¢y é sempre < 1
dentro do disco, e assim, em cada ponto, a segunda poténcia, equacao 3.41, é maior que a
quarta poténcia, equacio ()3.42). O fato de que I, > Iy e kK > 1//2, produz sempre uma

solugao para cy,

1 1
AG=—3 (Is — I,) c5 — Y (I — 1) e, (3.48)
Ou em termos de H’,
AG=—r*(I,— L,)H — k* (I, — 1) H*. (3.49)

A magnetizacio dada pela equacao 3.26 transforma-se M, = 2xk*H’ — I,cZ, e assim, equal a,

2/'432 (1 — 12) .[2/]4
2K% — 1-'-[2/]4 .

M, = (3.50)
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Esta expressao mostra que a magnetizagao depende da posicao dos vértices no interior do
supercondutor, ja que I e 14 variam adecuadamente, como ¢ mostrado no préoximo exemplo.
No caso de nenhum vortice, I, = I, = 1, a magnetizacao se anula. Incluimos demas a

expresao geral para o campo magnético no centro do vértice como h, = H':

L/,
2K% — 1+[2/[4

h.(v) = (3.51)

Consideramos dois exemplos particulares de um cilindro longo e fino com raio R, um vortice
L no centro e outro com vortice L = 1 em uma posicao arbitraria. Através deles, vemos os
aspectos gerais da presente teoria, como, por exemplo, a importancia do termo de fronteira
que faz a energia de Gibbs explicitamente dependente de R. Notavelmente, a densidade do
par de Cooper na fronteira determina o campo magnético local no nicleo do vortice. La
¥(v) = 0 e, portanto, h,(v) = c2/2k* de acordo com a equagao 3.32 onde v se refere ao

centro do vortice.

3.6 Cilindro longo com uma secao transversal circular

Achamos 1til aplicar nossa teoria ao Niobio [35],[36], um dos materiais favorecidos para es-
tudar as caracteristicas da matéria dos vértices em supercondutores e também usado para
construir supercondutores em nano-engenharia [37]. Todas as figuras sdo expressas em uni-
dades reduzidas e para recuperar os valores previstos para Niobio levamos em consideracao
os valores dos parametros relatados em [36], ou seja, k = 2.1, A\g = 42 nm e & = 20 nm. Em
particular, escolhimos a temperatura como 7' = 7.7 K, que esta perto da temperatura critica,
T.= 9.3 K, de modo que a aproximacao do parametro de ordem ¢é valida. Assim, para esta
temperatura, o campo magnético local, expresso em unidades do campo critico superior,
deve ser multiplicado por Hep, T'= 7.7 K = 780 Oe. Da mesma forma, a magnetizagao deve

ser multiplicada por He (T = 7.7) /87k* K = 7.0 Oe

3.6.1 Vorticidade L no centro
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Neste exemplo, mostramos que o EVE existe apenas em uma faixa especial do raio e de
vorticidade. A busca do parametro de ordem em uma secao transversal de disco do raio
R que satisfaz a equagao 3.38, é reduzida & encontrar uma funcao analitica constante no

perimetro do disco. Esta é simplesmente dada por,

Y = coy (%)L = ¢ <%>L et (3.52)

onde ¢y é o valor do parametro de ordem na fronteira e L é um enteiro ja que o parametro
de ordem é considerado univoca, (0 + 27) = ¥(f). Em coordenadas polares, o parametro
de ordem é expresso em termos de r = v/zZ e tanf = y/x. O comprimento de || = ¢
no circulo garante o confinamento da corrente a fronteira do supercondutores, e v» = 0 no
centro significa que a solugdo nao tem vorticidade zero para L # 0. Para L = 0 nao ha
zero e, portanto, descreve-se o estado fundamental homogéneo. Entao, pode-se determinar

as integrais das equacgoes 3.41-3.43.

1
= — 3.53
T L+ (3.53)
= 1 (3.54)
TTor1 @ '
47,

Das equacoes 3.46 e 3.47, é obtido,

2k% (2L +1)
0(2) = e
22 (L+ 1)+ L

(3.56)

, (2L +1)
C2R2(L+ 1)+ L

(3.57)

Inserindo essas expressoes na densidade de energia livre de Gibbs, seja a equagao 3.48 ou
3.49, resulta que
1 1 4L L 2L +1 2k% (2L + 1)

AG = —— s . .
=271 B L+iz2@in+I] ‘@i Tl (3:58)
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Figura 3.1: A densidade supercondutora em funcao da distancia relativa do centro do cilindro para

a vorticidade variando de L = 0 a L = 4 no caso de um vdrtice fixado no centro (k = 2.1).
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A condigao para a existéncia do EVE, AG < 0, s6 pode ser alcancada para uma gama
limitada de parametros R e k. Isso significa que o EVE existe para um determinado super-

condutor k em caso de o raio for maior do que um valor critico, dado por,

2k2(L+1)+ L
Rc:2\/L(L+1)2K2<L+1)_2L2. (3.59)

No limite K — o0, o raio critico torna-se R. = 24/L (L + 1), e a energia livre de Gibbs
para R > R,, torna-se negativa, AG — [4L (L +1)— R*|(2L+1)/[2R?*(L+1)*]. O

parametro de ordem e o campo magnético local sao dados por,

2r2 (2L + 1) r\NL
$(r,6) = \/252 (L+1)+L (Tz) ¢, e, (3.60)

ha(r) = 5 ((ZLL: 1§)+ - [1 _ (%)ﬂ . (3.61)

A magnetizacao paramagnética e o campo no centro do vértice sao dados por,

L 2:2(2L+1)
TIL+122(L+ )+

(3.62)

2L +1

) = AL

(3.63)

respectivamente.

A figura 3.1 mostra a densidade supercondutora de acordo com a distancia ao centro para
a vorticidade desde L = 0 (o estado homogéneo) até L = 4. A densidade |¢|* obtida
da equagao 3.52 e ¢ dado pela equacao 3.56. A densidade supercondutora é mixima na
fronteira, o que implica um efeito paramagnético, como foi mostrado anteriormente. A
densidade supercondutora atinge ¢ na fronteira e ¢ uma fungio de crescimento lento de L
para k > 1/4/2. A figura 3.2 representa o campo magnético local versus a distancia ao centro,
para a vorticidade variando de L = 0 a L = 4. Este grafico mostra h,(r) obtido da equacao
3.39, com ¢ e |1|? conforme descrito na figura 3.2. Observe que o campo no nicleo h,(v),
onde v corresponde a r = 0, segue da equacao 3.51. Assim, ela depende de L através das

integrais I e I, definidas pelas equacoes 3.53 e 3.54. Curiosamente, o campo magnético no
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Figura 3.2: O campo magnético local em funcao da distancia relativa do centro do cilindro para
a vorticidade variando de L = 0 a L = 4 no caso de um vértice fixado no centro (x = 2.1). Para
recuperar os valores de Niébio a temperatura de T' = 7,7K, o eixo vertical deve ser multiplicado

por Heo(T =7,7K) = 7800e

centro do vortice e a densidade supercondutora na fronteira estam diretamente relacionadas
entre si, como ja foi mostrado anteriormente. Com excecao do estado homogéneo, que nao
possui campo magnético interno, para todos os outros estados L > 1, o campo magnético
local é médximo no centro. O campo magnético local atinge seu maximo no centro e se anula
na fronteira, como é esperado.

Para L > 2, o campo local varia lentamente do centro para o meio do cilindro depois
cai abruptamente. A densidade de energia livre de Gibbs em fung¢ao do raio do cilindro é
mostrada para dois casos, R =1 e R = 10, na figura 3.3. Este grafico mostra que o estado
homogéneo L = 0 é o estado fundamental absoluto com a energia minima, AG = —0, 5.

Lembre-se de que nossa pesquisa é para o EVE, ou seja, para AG < 0 caso contrario,



3. Equagdo de Primeira Ordem

36

1.0 T W | |
L ] '_ i’ L
I‘ i : g
0.8 v , 3
] " .
ll .; J.l" na 2
[ ¥ i
0.6} . ' =
PR R -
|l ] ""-,
0.4 ' K N
' s, !
“ . B, LI
o 02 ' “v, ..""'u
<] b .."'l -
L ] ..
0.0 *+, BT
‘H‘ llll--|||||-|-l-|-l-l-l
_0‘2- “.' . lt.hl‘
=0.4+
R A A A R T
-0.6¢
| 2 4 : 5 10

Figura 3.3: A diferenca de energia livre de Gibbs entre os estados supercondutores e normais em
fungdo do raio do cilindro para a vorticidade variando de L = 0 a L = 4 no caso de um vortice

fixado no centro (k = 2.1). O estado de vértice excitado existe apenas na faixa negativa desta
diferenca.

AG > 0 e o estado supercondutor pode de alguma forma desintegrar-se no estado normal.
Por exemplo, o valor extremo desse grafico, R = 10, mostra que os estados L = 0, 1,2 sao
EVS enquanto que os L = 3,4 nao sao. A energia livre de Gibbs tem os seguintes valores,

AG = —0,27,—-0,11,0,003 e 0,09 para L = 1,2, 3,4, respectivamente. O EVE existe para
R>R. R.=3.1,6.0,10.2,17.3 para L = 1,2, 3,4, respectivamente.

3.6.2 Vorticidade L =1 em qualquer posicao

A funcao analitica de z que descreve o parametro de ordem de um unico vértice em qualquer
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posicao 0 < a < R dentro de um disco é dada por,

R (3.64)

onde ¢g é o valor do parametro de ordem na fronteira. A coordenada z e a posi¢ao a podem

0

ser expressas em forma polar, z = re’ e a = age’®, onde podemos considerar que o = 0 sem

perda de generalidade.

0

re' — ag
=cgR———. 3.65
vlr) = Ry (3.65)
A densidade de elétrons supercondutores é dada por,
2 .2

9 9 o T2+ af—2agrcos(0)
_ R . 3.66
[ ol R* + a2r? — 2agr R?cos(0) (3.66)

As integrais das equagoes 3.41 -3.43 podem ser exatamente obtidas e sao dadas por,

R (R* O\’ a3
L=2———(——-1) In{1——= 3.67
LI —

4 2

() o (BY
Qo ao
2 3.68
R\’ |/ R\’ o\ 2 (3:68)
S(EYTEY (e ()
Qo ao R
4

I, = o2k (3.69)

Depois, tomaremos dois limites especiais dessas expressoes. No primeiro, o vortice é apenas
um pouco deslocado do centro, e as expressoes da secao anterior devem ser recuperadas.
Este é o limite ay — 0, mas para obté-lo, a seguinte expansao aproximada para a funcao
logaritmo deve ser introduzida, In (1 — 2?) &~ —2%—2*/2—2%/3—28/4—2'° /5—2'2 /6. Entao,

obtem-se as expressoes aproximadas necessarias para as integrais I e Iy, respectivamente,

ne g () () s ()
‘T2 R/ "12\R/ "30\R (3.70)

3
() - () 5 (R
60 \ R 15 \R 6\Rr/) ' ©
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(5 () ) -
)"

A partir dessas expressoes aproximadas podemos verificar facilmente que I, = 1/2, I, = 1/3

w
Wl =

(3.71)

el, = 4/R?, que sao exatamente as equagoes 3.53 - 3.55 para L = 1.

O outro limite interessante é o vértice muito proximo da fronteira do cilindro. Para traté-lo,
mudamos para a coordenada que expressa a distancia do vortice para a fronteira, definida
por y = R—ag. Inserindo este novo parametro no parametro de ordem, obtemos a densidade

do supercondutor dada por,

W1 20 ) )
@ (7= 2(1- ) feos®

O campo magnético local da equagao (3.32) leva em consideragao a densidade dada pela

¥ =

(3.72)

equagao 3.72. As expressoes para ¢ e Hy, dadas pelas equacoes 3.46 e 3.47, respectivamente,

sao funcoes de Iy e I, que em termos da coordenada y sao dadas por,

Ly 2 ) (3.73)
{(1—%) —1] 1n[1—(1—%>],e,
R

2
y\? y\? y\?
(-2 |{(1-%) -1 mfi-(1-2%) .
R { R " R
Da mesma forma, a densidade de energia livre de Gibbs (equagao 3.48 ou 3.49) ¢ uma
funcao das equacoes 3.73 e 3.74, mas também da equacgao 3.69, o que torna esta dependente
explicitamente de R.

Muito perto do limite do disco R >> y, o que significa que o limite y ~ 0 deve ser tomado.

Considere apenas o termo de primeira ordem na expansao em y para obter que Iy ~ 1—2y/R
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ely~1—4y/R e assim, Is/I, ~ 1+ 2y/R . Entao obtemos que,

1 1\ y

Are— 1 —(1-—-)% 3.75
22 2 ( 252) R © (8.75)
> 14a(1- L)Y 3.76
aFtr\lm9a) ) (3.76)

A magnetizacao paramagnética se torna,

)
M, ~2=>0. 3.77
. (377

A densidade de energia livre de Gibbs é dada por,

1 4 1 4 1 Y
Ag~—§ (1—ﬁ)+ [ﬁ+ﬁ(1_2_/i2):| R (3.78)

Para R — oo, ¢ = 1,Hy = 1/2k*, Mz = 0 e AG = —1/2, o que significa que o estado
homogéneo é recuperado.

A figura 3.4 mostra a densidade de energia livre de Gibbs em rela¢ao a razao ag/R. As
curvas plotadas sao obtidas da equagao 3.48 com 2 dada pela equagao 3.46 e os valores
das integrais I, I, e I, dados pelas equacgoes 3.67 - 3.69, respectivamente. Os dois casos
mostrados, R = 3 e R = 10 demonstram que a existéncia do EVE depende da posicao do
vértice. Em ambos os casos, a energia livre de Gibbs diminui monotonicamente do centro
para o limite do cilindro. Para R = 10, o vortice em qualquer posicao estd em um EVE,
uma vez que a energia livre de Gibbs é sempre negativa, mas isso nao é assim para o cilindro
R = 3. A energia livre de Gibbs é positiva para ay < 0.24R de modo que apenas para
ag > 0.24R existe um EVE. A energia livre de Gibbs é nula para ag = 0,24 R e diminui até

atingir o valor AG = —0.27 na fronteira.

A figura 3.5 ilustra como o campo magnético local no nicleo do vortice varia de acordo com
a posicao do mesmo. Esta figura mostra que este campo h,(v) depende da razao ag/R de
acordo com a equagao 3.51. Assim, esta sé depende da razao I5/1,, definida pelas equagoes
3.67 e 3.68, respectivamente. O campo local é maximo no centro do vértice. Por sua parte

h,(v) atinge um méximo quando o vértice estd no centro e diminui lentamente quando o
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Figura 3.4: A diferenca de energia livre de Gibbs entre os estados supercondutores e os estados
normais como funcao da posigdo dos vértices dentro do cilindro em caso de vorticidade um. Sao
considerados dois raios de cilindros (k = 2,1). O estado de vértice excitado existe apenas na faixa

negativa desta diferenca.

vértice estd posicionado na fronteira. A figura 3.5 estd de acordo com a figura 3.2, uma vez
que h,(0) para ag = 0 corresponde a h,(r = 0) para L = 1.

A figura 3.6 mostra a magnetizagdo paramagnética como uma funcao da razao ag/R obtida
da equacao 3.50. Curiosamente, a magnetizacao depende da posicao do vértice, de acordo
com as integrais Iy e I, dadas pelas equagoes 3.67 e 3.68, respectivamente. A magnetizacao
¢ mais forte para o vértice perto do centro do cilindro e mais fraca perto da fronteira do
cilindro. Para um vértice na fronteira, ag = R, a magnetizacao desaparece porque I, = 1.
Isso é consistente com a descrigao da saida do vortice, embora h,(v) nao seja zero, como pode
ser visto na figura 3.5. O vortice perto da fronteira significa que a densidade supercondutora

¢ quase homogénea em toda a regiao do cilindro e a integral é quase igual a unidade o que
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Figura 3.5: O campo magnético no centro do vértice como fungao da posigao do vértice dentro do
cilindro (k = 2.1). Para recuperar o valor de Niobium & temperatura de T'= 7,7 K, o eixo vertical

deve ser multiplicado por Hea(T =7,7) K = 780 Oe .

faz que a magnetizacao va para zero, como pode ser visto na equacgao 3.50.

Finalmente, as trés fileiras da figura 3.7 representam o vortice em trés posigoes diferen-
tes, ag/R = 0.1,0.5 e 0.9, respectivamente. As colunas correspondem a densidade, campo
magnético local, corrente e fase, respectivamente. A densidade é obtida das equacgoes 3.66
e 3.46, com as integrais das equacoes 3.73 e 3.74. Portanto, a densidade varia de zero para
o centro do vértice, até o valor maximo ¢3 na fronteira. A densidade é mostrada nas figu-
ras 3.7(a), (e) e (i) esquema de cores (on-line) variando de baixa densidade (ciano) a alta
densidade (magenta). O campo magnético local é obtido da equagao 3.32 e varia do valor
dado pela equagao 3.63 no centro do vértice para zero na fronteira. Assim, o esquema (em
cores) das figuras 3.7 (b), (f) e (j) variam do méaximo no centro do vértice (magenta) para

zero na fronteira (ciano). A corrente de vortice é obtida da equagdo 3.16 e representada nas
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Figura 3.6: A magnetizacdo como fungao da posigao do vértice dentro do cilindro (k = 2.1). Para
recuperar o valor de Niobium para a temperatura de T' = 7.7 K, o eixo vertical deve ser multiplicado

por Heo(T =17.7K )/87k% = 7.0 Oe

figuras 3.7 (c), (g) e (k). Observe que nao ha corrente que flui para fora do cilindro a medida
que o vértice se move em direcao a fronteira, que é uma propriedade geral garantida pelo
formalismo presentado.

Finalmente as figuras 3.7 (d), (h) e (1) mostram a fase do parametro da ordem, definida
como tan~! (¢7/1¥r). A descontinuidade, representada como uma linha recta que separa

abruptamente o branco ao preto, confirma a presenca de um voértice no cilindro.
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Figura 3.7: A densidade supercondutora, o campo magnético local, a densidade da corrente elétrica
e a fase do parametro de ordem sdo mostrados em trés posicoes diferentes do vortice dentro do
cilindro, ap/R = 0.1 ((a) a (d)), 0.5 (( ) a (h)) e 0.9 ((i) a (1)) do vértice dentro do cilindro.
As figuras (a), (e) e (i) exibem a densidade no esquema variado de baixa densidade (ciano) a alta
densidade (magenta). O esquema (em cores) é distinto para cada uma dessas trés figuras, pois a
densidade varia de zero no centro do vortice para 6(2) no limite, cujo valor varia de acordo com a
posicao do vértice dentro do cilindro (ver Egs (66), (46), (73) e (74)). O campo magnético local
é mostrado nas figuras (b), (f) e (j), e o esquema de cores é distinto para cada uma dessas trés
figuras. Ele varia do méximo no centro do vértice (magenta), de acordo com as Eq. (32) e (63),
para zero no limite (ciano). As figuras (c), (g) e (k) mostram a corrente de vértice em torno do
vortice obtido da Eq. 3.16. As figuras (d), (h) e (1) mostram a fase do parametro de ordem. A linha
de descontinuidade que divide o branco na regiao negra mostra a existéncia de um unico vortice

dentro do cilindro. O intervalo de cores de branco a preto descreve a fase de 0 a 2.



Capitulo 4

Conclucoes

A equacao de Ginzburg-Landau de segundo ordem foi reduzida a uma se primeiro ordem,
usando a representacao dual da energia cinética. Com tudo isso foi possivel achar uma
solugao analitica aproximada daquela equagao.

Incluimos, nesta dissertacao, o tratamento de fronteiras no método de equacgoes de primeiro
ordem usado por A. Abrikosov para predizer a rede de vortice. Encontramos uma conexao
direta entre esse método e a teoria da representacao conforme. Usando este método consi-
deramos os estados de vortice remanentes dentro do supercondutor apdés o campo externo

aplicado ser desligado.

Este estado de vértice é instavel, o que significa que os vértices devem abandonar o su-
percondutor, devido a que sua presenca é termodinamicamente proibida. No entanto, os
vortices sao topoldgicos estaveis, se existe o estado supercondutor. Definimos aqui o estado
vortice excitado(EVE), cuja energia livre é menor que a do estado normal. Assim, o estado
do vértice remanente no supercondutor nao pode colapsar ao estado normal devido a que a
sua energia livre é menor que aquela do estado normal. Calculamos a magnetizacao para-
magnética do estado do vortice excitado para alguns casos particulares em um fio longo e

fino de Niobium.



Apeéendice A

Anexos

A.1 Anexol

DECOMPOSICAO DA ENERGIA CINETICA

Considere o termo | D, | que pode ser adaptado como,

D4 * = [(Deth)” — i (D) T (Do) + i (Dy3))]
= (me)* (D:ch) + (Dyw)* (Dyw) +
i[(De))” (Dyt) — (Dyth)" (Dyt))]

Expandindo somente a derivada D,

(D) (D) = (=50 — La.ux) (D)

h
_ (@w*) 0.0~ 407D,

]

Reorganizando os termos é obtido,

h
(me)* (Dy¢) = _gax (w*Dy¢) + w*Dszw-

(A1)

(A.2)

(A.3)
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Do mesmo modo, obtemos que,

h
(Dyy)" (Datp) = == 8y (V" Datp) + 4" Dy Dap. (A.4)

O complexo conjugado dessas relacoes nos da que,

(D) (Do) = 20, (D) ] + (DaDyi)" o (A5)

0y (D) 6] + (DyDath)" (A6)

l

(D))" (Dy¥))

Neste ponto, temos duas formulacoes para a mesma identidade, onde uma relacao é o con-

jugado complexo da segunda. A expressao

h
DyvP = Duf + | ~20, (0" Dy0) + v DD

. (A.7)
- |:_gay (w*wa + w*Dnyyw:| 9
torna-se,
D |* = |DY|* + it Dy, D)9
| D" = [Dy| Dz, Dy] (AS)
—h0, (V*Dy)) + ho, (Y™ D)) .
O comutador,
h h
[D,,D,) = |20, — 24, 20, - 14,
1 hc 1 c (A.9)
q
=——=(0,A A
To(0:4, = 0,A,),
torna-se,

Entao, é obtido,
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D ? = |DY|* — i ([Dy, Dy) ")

(A.11)
—h0, [(Dy)" ¥] + hdy (D))" ]
que d4 expressoes para | Dip|?,
e
= h
Dyl = Dy + =L hafupf?
¢ (A.12)
+h [ax [(Dy¢)* @D] - ay [(Dm¢)* @Z)” :
Nés somamos as duas expressoes e dividimos por 2 para obter,
B2 > hg 2
B = Dy + "y
(A.13)

V' Dy + (D) ¢ o " Datp + (Datp)" ¢
Yy

h |0y
+h |0, 5 5

Introduzindo a definicao da corrente, obtemos a desejada dupla formulacao da energia

cinética dada pela equacao 3.8
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