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Resumo

A forma como os recursos se distribuem em uma sociedade ou num mercado desenpenha um

papel fundamental para os agentes econômicos, historicamente as primeiras investigações,

deste tema, surgiram no final do século XVIII. Um dos principais objetivos do estudo das

distribuições de renda de um páıs é determinar as desigualdades socias implicadas em um

determinado modelo econômico e nos efeitos diretos e indiretos da desigualdade sobre a

sociedade. Usualmente a desigualdade na distribuição de recursos P (m) é quantificada

pelo ı́ndice de Gini, que é um parâmetro compreendido no intervalo 0 ≤ G ≤ 1 e assume

valor G = 0 para distribuição isonômica e G = 1 para máxima concentração. Nesta

dissertação apresentamos uma generelização do modelo Heterogêneo e Adaptativo, afim

de incorporar dois principais ingredientes. O primeiro consiste na estrutura espacial que

descreve a dinâmica entre os agentes, estabelecendo dinâmicas locais de interação e o

segundo a distribuição espacial de mobilidade µ que determina a adaptabilidade da taxa

de gasto ω dos agentes. Como resultado, o espaço de parâmetros [G,ω] produzido pelo

modelo é compat́ıvel com aquele observado em dados reais, extraidos do Banco Mundial, e

a renda possui um comportamento radial decrescente em torno do agente de maior renda,

em oposição ao comportamento da taxa de gasto, o que também corresponde ao padrão

observado empiricamente.

Palavras-chave: Econof́ısica, Distribuição Espacial de Renda, Índice de Gini;
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Abstract

The way as resources are distributed in a society or in a market plays a fundamental role

for economic agents, historically the earliest investigations of this theme emerged in the late

eighteenth century. One of the main objectives of country income distribution investigation

is to determine the social inequalities implied in a given economic model and the direct and

indirect effects of inequality on the society. Usually the inequality in resources distribution

P (m) is quantified by the Gini index, this parameter in the range 0 ≤ G ≤ 1 assumes G = 0

for isonomic distribution and G = 1 for maximum the concentration. In this we present

a generalization of the Heterogeneous Adaptive model, in order to incorporate two main

ingredients. The first consists the spatial structure that describes the dynamics between the

agents, establishing local interaction dynamics and the second the spatial distribution of

mobility µ that determines the adaptability of the rate of agent consumption ω. As a result,

the space of parameters [G,ω] produced by the model is compatible with that observed

in real data, extracted from World Bank, and income has a decreasing radial behavior

around the higher income agent as opposed to the behavior of the rate consumption also

corresponds to the pattern observed empirically.

Keywords: Econophysics, Spatial Income Distribution, Gini Index
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2.1 Tabela comparativa dos parâmetros n(λ), ω̃i e ω̃j, para os modelos de Angle,

Bennati, Chakraborti e Chakrabarti e Dragulesco e Yakovenko. . . . . . . . . 13

A.1 Valores da taxa de consumo ω e ı́ndice de Gini médios, para o peŕıodo de 1990
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Caṕıtulo 1

Introdução

O estudo de inúmeros temas interdisciplinares desenvolvidos no contexto das ciências so-

ciais aplicadas, ciências biológicas, lingúıstica e urbanismo vem possibilitando avanços não só

na descrição e previsões dos fenômenos destas áreas, como também tem ajudado no desenvol-

vimento de uma série de ferramentas teóricas e experimentais para novos e velhos problemas

f́ısicos. Estes sistemas complexos [4, 5], como tem sido denominados, são compostos por

muitos elementos que interagem entre si e compartilham caracteŕısticas fundamentais como

heterogeneidade, adaptabilidade, frustação e memória. Dessa forma, sua caracterizaração

envolve o conhecimento não somente de suas partes como também as relações entre elas.

Nas últimas décadas, tem crescido consideravelmente o interesse de pesquisadores de di-

versas áreas em temas como mercado financeiro e distribuição de renda. Na comunidade

de f́ısicos, a área da economia originou a criação de um campo de estudo denominado eco-

nof́ısica [6, 7, 8]. O termo econof́ısica foi utilizado pela primeira vez pelo f́ısico H.E. Stanley

em 1995, na conferência Dynamics of Complex Systems realizada na Índia [9] e foi intro-

duzido por analogia com termos semelhantes, como biof́ısica, geof́ısica e astrof́ısica, que

descrevem a aplicação da f́ısica em diferentes áreas. Este novo ramo de pesquisa utiliza-se

de métodos matemáticos desenvolvidos no âmbito da mecânica estat́ıstica para abordar pro-

blemas de natureza econômica. A econof́ısica estuda modelos com um grande número de

agentes econômicos, que interagem entre si, por este motivo durante vários anos a modelagem

baseada em agentes tem sido associada à econof́ısica. As pesquisas realizadas neste campo
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foram divididas em duas abordagens computacionais diferentes: a “econof́ısica baseada em

agentes”e a “econof́ısica estat́ıstica”[10]. Esta divisão é resultado dos trabalhos que ligam a

f́ısica estat́ıstica aos autômatos celulares desenvolvidos por Langston [11] nos anos de 1980

[10].

A econof́ısica baseada em agentes e a econof́ısica estat́ıstica têm bases comuns, pois des-

crevem sistemas socioeconômicos como sistemas complexos, cujas propriedades não podem

ser simplesmente derivadas ou previstas a partir do conhecimento dos estados iniciais destes

sistemas. A principal diferença entre essas duas abordagens é o fato da primeira tratar de

modelos microscópicos aplicados a agentes heterogêneos e de aprendizagem e a segunda utili-

zar principalmente agentes sem habilidade de aprendizagem, cujas interações são aleatórias.

Além disso, a econof́ısica baseada em agentes tenta reproduzir as regularidades estat́ısticas

observadas nos sistemas econômicos ou financeiros, já a última tenta descrever essas regulari-

dades diretamente da evolução do sistema. Em śıntese, a econof́ısica pode ser compreendida

como uma aplicação de ferramentas usualmente do campo da mecânica estat́ıstica a temas

de cunho social ou financeiro.

Um dos principais interesses de estudo da econof́ısica é a distribuição de renda. O modo

como se processa a repartição da riqueza e dos bens socialmente produzidos, entre os habitan-

tes de um páıs ou num mercado, desempenha papel fundamental para os agentes econômicos.

O estudo da distribuição de renda de um páıs contribui para melhor compreensão das de-

sigualdades socias implicadas por um determinado modelo econômico e na proposição de

posśıveis poĺıticas públicas que minorem seus efeitos, e no desenvolvimento da economia.

Apesar das primeiras investigações sobre o tema terem ocorrido no final do século XVIII,

somente no final do século XIX, uma importante contribuição veio através do economista

e matemático Vilfredo Pareto [12], que analisou dados de renda de alguns páıses europeus

e apontou que a distribuição desta quantidade em uma sociedade apresentava uma forma

em lei de potência, com um expoente α que parecia não depender das diferentes condições

econômicas dos páıses. Embora a lei proposta por Pareto mostrasse boa concordância para

o regime de grandes intervalos de renda, ela divergia para médios e pequenos intervalos. A

partir da década de 1960 por intermédio de inúmeros estudos emṕıricos verificou-se que o

expoente para cauda da distribuição de renda não era universal [13, 14]. Com isso, diversos



1. Introdução 3

modelos foram propostos para obtenção de novas distribuições em consonância com dados

reais.

Para quantificar a distribuição de recursos na economia foram criados diversos ı́ndices,

dentre os mais conhecidos encontra-se o ı́ndice de Gini ou coeficiente de Gini. Ele é uma

medida estat́ıstica da desigualdade desenvolvida pelo italiano Corrado Gini em 1912 [15,

16, 17], usualmente utilizada para indicar o grau de concentração de renda de um sistema

econômico. Esse parâmetro está compreendido no intervalo 0 ≤ G ≤ 1 que assume valor

G = 0 para distribuição totalmente isonômica e G = 1 para máxima concentração.

O coeficiente de Gini é obitido a partir da curva de Lorenz, que é a forma padrão para

representar todos os dados da distribuição de renda P (r). Ele é calculado analiticamente

através de duas quantidades paramétricas [18]:

X(m) =

∫ m
0
P (r)dr∫∞

0
P (r)dr

, (1.1)

Y (m) =

∫ m
0
rP (r)dr∫∞

0
rP (r)dr

, (1.2)

onde X(m) representa a fração de agentes com recurso inferior a m e Y (m) a fração de

recursos associada a população de X(m). Na figura 1.1, a curva vermelha (curva de Lorenz)

representa a distribuição de renda exponencial, já a curva preta corresponde a distribuição de

renda perfeitamente igualitária. A região entre as curvas é a área de concentração de renda

e a região abaixo da curva de cor preta é denominada de área de máxima concentração. O

ı́ndice de Gini é definido como a razão entre a área de concentração de renda e a área de

máxima concentração de renda, podendo ser escrito da seguinte forma,

G ≡ 2

∫ 1

0

(X − Y ) dX. (1.3)

Para o caso particular da distribuição exponencial o ı́ndice de Gini tem valor igual a 1/2.



1. Introdução 4

Figura 1.1: Curva de Lorenz para uma distribuição de renda exponencial (curva em vermelho) e a curva

preta corresponde a curva para perfeita igualdade de renda.

Embora analiticamente o ı́ndice de Gini esteja compreendido no intervalo 0 ≤ G ≤ 1

dados do Banco Mundial apontam que os valores reais associados a este parâmetro estão

concentrados numa subregião. Na figura 1.2 apresentamos um histograma com as médias

temporais do ı́ndice de Gini de 132 páıses, os dados foram obtidos do Banco Mundial no

peŕıodo de 1990 à 2009, com representantes de todos os continentes [19, 20], enquanto que,

no subgráfico exibimos os valores espećıficos da média temporal de cada páıs com suas

respectivas barras de erro [1].

Figura 1.2: Histograma dos valores médios dos coeficientes de Gini para 132 páıses, bem como suas médias

temporais entre os anos de 1990 à 2009 com respectivas barras de erro (subgráficos). Dados do Banco

Mundial e figura extráıda de [1].
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Podemos observar que o intervalo no qual se encontram os valores reais destes dados, para

este parâmetro correspondem a Ḡmin = 0.23±0.04 (República Eslovaca) e Ḡmax = 0.74±0.04

(República da Namı́bia) respectivamente [1].

Com o desenvolvimento de recursos computacionais de alto desempenho modelos es-

tat́ısticos de muitos agentes, que incluem em sua dinâmica taxas de gasto, tem sido pro-

postos frequentemente como forma de descrever sistemas econômicos fechados e que podem

reproduzir algumas caracteŕısticas da distribuição de renda, como por exemplo o ı́ndice de

Gini. Nesta dissertação estamos interessados em estudar sistemas econômicos compostos

por muitos agentes, que incorporam caracteŕısticas de heterogeneidade e adaptabilidade nas

taxas de consumo de recursos, outra importante contribuição deste estudo é a investigação

de alguns aspectos da distribuição espacial de renda.

Esta dissertação está organizada da seguinte forma: no caṕıtulo 2, apresentamos uma

breve revisão dos principais modelos encontrados na literatura [21, 9] aplicados na inves-

tigação do processo de distribuição de renda de diversos páıses, e suas principais carac-

teŕısticas.

No caṕıtulo 3, abordamos alguns aspectos da distribuição espacial de renda da pespectiva

econômica e apresentamos uma generalização do modelo heterogêneo adaptativo [22], que

engloba aspectos espaciais da distribuição de renda.

Já no caṕıtulo 4, apresentamos os resultados e a discurssão do nosso trabalho, assim como

comparamos os resultados obtidos através do modelo heterogêneo adaptativo com os dados

reais de páıses retirados do Banco Mundial.

E por fim, no caṕıtulo 5 expomos a conclusão, as perspectivas, e considerações finais de

nosso estudo.



Caṕıtulo 2

Modelos

As investigações de como os recursos se distribuem em uma sociedade ou mercado his-

toricamente surgiram no final do século XVIII. Uma das mais importantes contribuições

surgiu no final do século XIX através do economista e matemático Vilfredo Pareto [12], que

investigou dados de renda de diversos páıses europeus e indicou que a distribuição de renda

e riqueza em uma sociedade apontava para uma distribuição em forma de lei de potência,

descrita da seguinte expressão:

P (m) ∝ m−(1+ν), (2.1)

onde m representa a quantidade de recurso e ν é o denominado expoente de Pareto. Ainda

segundo Pareto, a forma da distribuição e o expoente não pareciam depender das condições

econômicas dos páıses. Mais tarde foi percebido que a lei proposta não apresentava boa

concordância para intervalos pequenos e médios de rendas, porém para grandes intervalos

de rendas os resultados eram adequados.

Evidências atuais indicam que a distribuição de renda e riqueza estão divididas em dois

regimes [14], um para pequenas rendas e outro para altas rendas. No regime de pequenas

rendas a distribuição é bem caracterizada por uma distribuição tipo Gama, e para altas

rendas é bem descrita por uma lei de potência, como foi encontrado por Pareto. Quando foi

descoberto que o expoente para cauda da distribuição de renda não era universal, diversos

modelos foram desenvolvidos com a intenção de se obter novas distribuições de renda mais

adequadas aos dados reais, para determinar as desigualdades e posśıveis poĺıticas públicas
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que suavizassem seus efeitos na sociedade. De forma geral a desigualdade na distribuição de

renda é quantificada pelo ı́ndice de Gini [15], e este parâmetro assume valor mı́nimo G = 0,

para uma distribuição totalmente isônomica de renda, e valor máximo G = 1, na situação

de máxima concentração.

Com o desenvolvimeto de novos recursos computacionais, de alto desempenho, modelos

estátisticos de muitos agentes que incluem em sua dinâmica taxas de gasto têm sido propostos

como forma de descrever tais sistemas ecônomicos. Estes sistemas são baseados em modelos

microscópicos geralmente constrúıdos para descrever sistemas f́ısicos, desse modo, é posśıvel

fazer analogia entre riqueza e energia, duas dessas classes foram inseridas com a intenção de

reproduzir sistemas ecônomicos.

Nos modelos considerados, é assumido que o sistema é composto por N agentes

{i = 1, 2, ..., N} e cada um destes possui uma quantidade de recursos mi (mi > 0), enquanto

que, a quantidade total de recursos

N∑
i=1

mi = M, (2.2)

é conservada. Cada agente possui um parâmetro de troca ω (0 < ω < 1), que determina

a fração da atual quantidade de recursos que pode ser transferida para outro agente, que é

escolhido aleatoriamente entre os (N − 1) agentes remanescentes. De forma equivalente, é

definido um parâmetro chamado poupança λi = 1 − ωi (0 < λi < 1) como sendo a fração

mı́nima de recursos preservada em cada transação. O processo continua até que todos os

agentes tenham a oportunidade de realizar ao menos uma operação.

A dinâmica acontece de acordo com as equações:
∆m = ωimi(t)− ωjmj(t)

mi(t+ 1) = mi(t) + ∆m

mj(t+ 1) = mj(t) + ∆m,

(2.3)

podemos entender ∆m como o fluxo efetivo de recursos em cada transação. Diferente dos

sistemas econômicos reais, este tipo de sistema é dito fechado, pois ele não permite a entrada

e sáıda de agentes e de recursos no sistema. Os modelos também podem ser classificados

matematicamente como simétrico e assimétrico. Um modelo é dito simétrico quando a
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probabilidade ε com que um agente i ou j perde uma quantidade de recursos é a mesma e a

quantidade de recursos trocados segue a relação

∆m(mi,mj; ε) = −∆m(mj,mi; ε). (2.4)

Do mesmo modo um modelo é dito assimétrico quando ε é fixo e a quantidade de recursos

trocada satisfaz a relação

∆m(mi,mj; ε) 6= −∆m(mj,mi; ε). (2.5)

Da perspectiva do fluxo de recursos um modelo é considerado unidirecional se em uma

interação, entre dois agentes i e j, a quantidade efetiva de recursos ∆m for inteiramente

cedida por um agente e adquirida por outro.

Essencialmente existem duas formas de modelar computacionalmente uma distribuição

de renda entre os páıses ou indiv́ıduos num mercado, esses modelos são classificados como

homogêneos [2, 23, 24] ou heterogêneos [2, 14].

2.1 Modelos Homogêneos

Primeiramente iremos tratar dos modelos homogêneos, onde a fração de troca ω (taxa de

gasto) é igual para todos os agentes.

2.1.1 Modelo de Angle

O modelo proposto por J. Angle em 1983 [23, 14, 2], busca descrever como uma distri-

buição desigual de recursos emerge a partir de trocas individuais entre agentes econômicos

que possuem inicialmente uma mesma quantidade de recursos. Da perspectiva matemática,

ele é classificado como um modelo assimétrico e unidirecional. Além disso, possui uma

dinâmica não-linear[2] .

A variação da quantidade de recursos, para o modelo de Angle, segue a seguinte lei:

∆m = η(mj −mi)εωmi − [1− η(mj −mi)]εωmj, (2.6)
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onde η e ε são variáveis aleatórias. O parâmetro ε está compreendido no intervalo (0 < ε < 1),

e pode ser uniforme ou ter uma certa probabilidade de distribuição. Já η é uma variável

dicotômica, que é responsável pelo fluxo de recursos e por garantir a unidirecionalidade da

dinâmica. η pode assumir dois valores: com a probabilidade p0, η (m > 0) = +1 ou com

probabilidade 1− p0, η (m < 0) = 0. Quando η é igual a 1 é produzido um fluxo de recursos

do agente i para o agente j, já quando η é igual a 0 é produzido um fluxo do agente j para

o agente i. No caso onde o agente que perde recurso é o i-ésimo, o módulo da variação de

recursos ∆m é dado por uma fração aleátoria ε da quantidade de recursos mi,

|∆m| = εωmi (2.7)

O modelo de Angle apresenta um caso especial quando é fixado p0 = 1/2, e nesta confi-

guração todos os indiv́ıduos tem a mesma chance de ganhar ou perder recursos. Para esse

caso espećıfico o resultado da dinâmica é uma distribuição Gama:

P (m) = βγn(βm) =
β

Γ(n)
(βm)n−1 exp(−βm), (2.8)

onde

n ≡ D

2
=

1 + 2λ

2(1− λ)
=

3− 2ω

2ω
, (2.9)

β faz o papel do inverso da renda média, e as variáveis n e D são vistas como parâmetros

referentes à dimensão do sistema [25]. Para n < 1, ou seja, ω > 3/4 ou λ < 1/4, a distribuição

Gama diverge quando m→ 0.

Um análogo mecânico do modelo de Angle, é um modelo de interação de gotas em uma

precipitação. Como consequência das interações mútuas ou das colisões entre as gotas, uma

gota que possui originalmente uma massa mi pode se fragmentar resultando em uma massa

final mi(t+1) = mi(t)−∆m, produzindo um fragmento de massa ∆m, que pode ser absorvido

por outra gota de massa mj, resultando numa massa mj(t + 1) = mj(t) + ∆m. O análogo

mecânico do modelo de Angle está simbolicamente retratado na figura 2.1.
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Figura 2.1: Representação esquemática da interação entre part́ıculas i e j que interagem trocando uma

quantidade fixa de energia (∆m) em suas colisões. Reproduzida e adaptada de [2].

2.1.2 Modelo de Bennati

O modelo introduzido por E. Bennati [2, 14], é classificado do ponto de vista matemático

como um modelo simétrico e unidirencional. Neste modelo os agentes interagem e realizam

trocas de quantidades contantes de recursos ∆m. Se, após as transações a quantidade de

recursos for positiva, ou seja, [mi(t + 1),mj(t + 1) ≥ 0], o sistema é descrito pela equação

2.3, onde ∆m é

∆m(t+ 1) = ∆m(t) (2.10)

neste caso o fluxo de recursos não depende de uma taxa de gasto. Quando [mi(t+ 1),mj(t+

1) ≤ 0] não ocorre a interação. Uma vez que a riqueza pode apenas variar em uma quanti-

dade constante ∆m, esse modelo é análogo a um conjunto de part́ıculas que trocam energia

por emissão e absorção de quanta de luz, para uma frequência constante ν0 = ∆m0/~,

como podemos ver na figura 2.2 onde está a representação da interação de um conjunto de

part́ıculas “trocando um quanta de luz” ∆m.

Analiticamente, o modelo de Bennati é bem descrito pela distribuição de equilibrio expo-

nencial ou distribuição de Gibbs [25, 21]

P (m) =
exp(−m/ 〈m〉)

〈m〉
, (2.11)

este modelo é estatisticamente equivalente ao modelo de Angle para D/2 = n = 1, a diferença

entre eles é que o modelo de Bennati é aditivo, isto é, ∆m é independente de m, e o modelo



2. Modelos 11

Figura 2.2: Representação esquemática da interação entre part́ıculas (i e j) que trocam uma quantidade

fixa de energia ∆m por emissão ou absorção de luz com frequência bem definida. Reproduzida e adaptada

de [2]

de Angle é multiplicativo ∆m ∝ m.

2.1.3 Modelo de Chakraborti e Chakrabarti

O modelo proposto por Chakraborti e Chakrabarti [14, 26], segue uma dinâmica de troca

semelhante aos dos modelos anteriores, mas tendo como regra geral as seguintes expressões:

 mi(t+ 1) = λmi + ε(1− λ)(mi +mj)

mj(t+ 1) = λmj + ε̄(1− λ)(mi +mj)
(2.12)

onde ε̄ = 1− ε descreve uma variável aleatória uniformemente distribúıda no intervalo (0, 1).

Ela é equivalente a equação 2.3 caso

 ∆m = ω(ε̄ωi − εmj)− (1− λ)(ε̄ωi − εmj)

ε̄+ ε = 1
(2.13)

Assim como no modelo de Angle, a distribuição de recursos no equiĺıbrio é descrita por

uma distribuição Gama, como na equação 2.8, porém o parâmetro n é dado por

nc(ω) ≡ n(λ) =
D(λ)

2
=

1 + 2λ

1− λ
=

3− 2ω

ω
. (2.14)

Isto é exatamente o dobro do parâmetro do modelo de Angle simétrico para p0 = 1/2, ou
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seja nc(ω) = 2nA(ω). Baseado na equação 2.13, nota-se que a densidade de probabilidade

é sempre finita para m −→ 0, mesmo para o valor mais alto da taxa de gasto ω = 1, ou

correspondentemente para o menor valor do parâmetro de poupança λ = 0, a distribuição

não diverge e é igual à função exponencial P (m) = β exp(−βm). Embora exista uma relação

entre as distribuições de equiĺıbrio do modelo de Angle simétrico e do modelo de Chakraborti

e Chakrabarti, são observadas algumas diferenças importantes:

• O modelo de Chakraborti e Chakrabarti não é unidirecional, a riqueza flui do i-ésimo

para o j-ésimo agente e vice-versa, ao contrário do modelo de Angle.

• O modelo é linear do ponto de vista da transferência de recurso, enquanto que, a

unidirecionalidade do modelo de Angle implica em uma depêndencia não-linear das

riquezas dos agentes.

• No modelo Chakraborti e Chakrabarti o componente estocástico está apenas associado

ao parâmetro ε.

A analogia mecânica do modelo Chakraborti e Chakrabarti pode ser dada através de

um sistema harmônico com D = 2n graus de liberdade, ou em um gás ideal em D = 2n

dimensões.

2.1.4 Modelo Dragulesco e Yakovenko

O modelo de Dragulesco e Yakovenko, pode ser visto como uma reorganização aleatória

da quantidade inicial total de recursos xi + xj,
mi(t+ 1) = ε(mi(t) +mj(t))

mj(t+ 1) = ε(mi(t) +mj(t))

ε̄+ ε = 1

(2.15)

onde a quantidade de fluxo de recurso ∆m é dada pela seguinte equação

∆m = ε̄mi − εmj. (2.16)

Os parâmetros ε e ε̄ são números aleatórios uniformemente distribúıdos no intervalo (0,1).

Modelo de Dragulesco pode ser considerado como um caso particular do modelo Chakraborti
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e Chakrabarti para o caso λ = 0 (ω = 1). Assim como nos modelos anteriores, para n = 1,

a distribuição no equilibrio é bem descrita por uma densidade puramente exponencial [2].

Um análogo mecânico para esse modelo é descrito por um gás, no qual as part́ıculas colidem

entre si trocando energia a cada colisão, como ilustrado na figura 2.3. A figura representa

a interação dessas part́ıculas trocando energia, i e j representam as part́ıculas que trocam

energia ∆m em suas colisões.

Figura 2.3: Representação esquemática da interação entre part́ıculas i e j que interagem trocando uma

quantidade fixa de enrgia (∆m) em suas colisões. Reproduzida e adaptada de [2].

Na tabela 2.1 temos um quadro comparativo entres os modelos homogênios visto nessa

seção.

Modelo n(λ) ω̃i ω̃j

Angle 3−2ω
2ω

η(mj −mi)ε (1− η(mj −mi))ε

Bennati 1 ε (1− ε)

Chakraborti e Chakrabarti 3−2ω
ω

ε(1− λi) (1− ε)(1− λi)

Dragulesco e Yakovenko 1 ε (1− ε)

Tabela 2.1: Tabela comparativa dos parâmetros n(λ), ω̃i e ω̃j, para os modelos de Angle,

Bennati, Chakraborti e Chakrabarti e Dragulesco e Yakovenko.
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2.2 Modelos Heterogêneos

Nessa seção vamos tratar dos modelos não homogêneos (heterogêneos), isto é, modelos

em que é atribúıdo para cada agente um valor diferente da taxa de gasto ω, que está dis-

tribúıdo uniformemente no intervalo [0,1). As formulações dos modelos heterogêneos podem

ser obtidas diretamente das equações para os casos homogêneos que foram discutidas nas

seções anteriores. Isso pode ser feito substituindo o termo ωmi(λmi) por ωimi(λimi) onde

o conjunto de parâmetros ωi (λi) é constante no tempo e caracteŕıstico de cada agente. A

reformulação do modelo de Angle e Chakraborti e Chakrabarti tem como resultado da sua

dinâmica uma distribuição exponencial para valores intermediárias de renda, e uma distri-

buição lei de potência para altos valores de recursos como segue a equação

P (m) ∝ 1

m1+ν
. (2.17)

É posśıvel reformular os modelos multiplicativos vistos na seção anterior, não incluindo o

modelo de Bennati que é aditivo, eles podem ser reescritos de acordo com a equação básica

2.3 [2], com o termo de fluxo de recurso dado por

∆m = ω̃imi − ω̃jmj, (2.18)

Onde ω̃imi e ω̃jmj são variáveis estocásticas que representam a porcentagem real de

recurso perdida pelos i-ésimo e j-ésimo agentes. As variáveis ω̃imi e ω̃jmj são definidas

como segue para os vários casos:

• No modelo de Angle, ω̃i e ω̃j são funções não-lineares e independentes dos recursos dos

agentes mi e mj e são escritas segundo as equações:

 ω̃i = η(1− λi) ≡ εωi

ω̃j = (1− ε)(1− λj) ≡ (1− ε)ωj
(2.19)

onde ε é uma variável aleatória com uma densidade g(ε), usualmente U [0, 1] e η(m >

0) = 1 com probabilidade po e η(m < 0) = 0 com probabilidade 1− p0.
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• Para o modelo Chakraborti e Chakrabarti podemos escrever ω̃i e ω̃j como [2] :

 ω̃i = η(mj −mi)εωi

ω̃j = η(mi −mj)εωj
(2.20)

Onde ε é uma variável aleatória uniforme distribúıda (0,1) e ω̃i é um número aleatório

uniforme que pode assumir valores no intervalo (0, ωi].

• O modelo de Dragulesco e Yakovenko é obtido quando ω̃i −→ 1 [2].

2.3 Modelo Heterogêneo e Adaptativo

Os modelos tratados nas seções anteriores possuem parâmetros que são regulados de

maneira exógena, em particular a taxa de gasto de cada agente, ao próprio sistema. Como

forma de contornar essa particularidade foi introduzido um modelo microscópico [22], em

que a troca de recursos está sujeita a um processo adaptativo, onde a taxa de gasto pode

ser regulada individualmente por cada agente, em função da variação de sua quantidade de

recursos. No Modelo Heterogêneo e Adaptativo, o sistema econômico é fechado e composto

por N agentes i = 1, 2, ..., N , onde cada destes possui uma quantidade de recursos mi > 0,

e a soma total da quantidade de recursos no sistema é

M =
N∑
i

mi. (2.21)

A taxa de gasto ωi (0 < ωi ≤ 1), é o que determina a quantidade de recursos que será

transferida do agente i para um j, que é escolhido aleatoriamente entre os N − 1 agentes

restantes, a cada passo de tempo Monte Carlo, a taxa de gasto é atualizada de acordo com

sua renda e de um fator denominado inércia µi (µi = 0 ou µi = 1) associado a cada agente.

O parâmetro µi pode ser entendido como a capacidade de um agente de modificar sua taxa

de gasto como resposta a mudanças externas. Após cada interação, a quantidade de recursos

obtida por cada agente segue as seguintes equações,
mi(t+ 1) = mi(t) + ∆mij

mj(t+ 1) = mj(t)−∆mij

∆mij = ωjmj − ωimi.

(2.22)
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O Modelo Heterogêneo e Adaptativo é caracterizado de duas formas posśıveis, como função

da variação percentual de recursos αi dos agentes

α ≡ mi(t+ 1)

mi(t)
, (2.23)

essas duas formas foram denominadas respectivamente de Modelo Heterogêneo e Adaptativo-

1 e Modelo Heterogêneo e Adaptativo-2, que serão detalhados a seguir.

2.3.1 Modelo Heterogêneo e Adaptativo-1 (MHA-1)

No modelo MHA-1 após uma interação o agente preserva uma fração da quantidade de

recursos, caso a quantidade de recursos restante seja mi(t + 1) < mi(t), isto é, se (α < 1),

haverá uma diminuição na taxa de gasto desse agente ωi(t + 1) < ωi(t). Caso ocorra o

contrário, quer dizer, se mi(t + 1) > mi(t) (α ≥ 1), haverá um aumento na taxa de gasto

do agente ωi(t + 1) > ωi(t) na próxima interação. A principal peculiaridade do modelo

MHA-1 são os parâmetros da renda mi(t) e da taxa de gasto ωi(t) que estão positivamente

correlacionados. Esse comportamento é descrito matematicamente pelas equações,

ωi(t+ 1) =

 αωi(t), α < 1
1

α
ωi(t) + (1− 1

α
), α ≥ 1.

(2.24)

Podemos identificar algumas situações limites para esté modelo:

1. Se após uma transação um agente possuir mi(t+ 1)� mi(t), seu comportamento será

aumentar sua taxa de gasto para ωi ≈ 1.

2. Se depois de uma transação o agente possuir mi(t+1) = mi(t), sua atitude será manter

sua taxa de gasto ωi(t+ 1) = ωi(t).

3. Por fim, se após uma negociação acontecer que mi(t + 1) � mi(t), sua reação será

diminuir sua taxa de gasto para ωi(t+ 1) ≈ 0.

2.3.2 Modelo Heterogêneo e Adaptativo-2 (MHA-2)

Neste modelo, se após uma negociação o agente possuir uma renda mi(t+ 1) < mi(t), ou

seja, se αi ≥ 1, ocorrerá um aumento na sua taxa de gasto ωi(t+ 1) > ωi(t). Caso aconteça
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o contrário, se após uma negociação mi(t + 1) ≥ mi(t) a reação do agente também será

aumentar sua taxa de gasto ωi(t + 1) > ωi(t) para a próxima interação. Na situação onde

α < 1 os parâmetros renda mi e taxa de gasto ωi são negativamente correlacionados e no

caso onde α ≥ 1 os parâmetros são positivamente correlacionados, e esse comportamento é

descrito pelas equações:

ωi(t+ 1) =

 αωi(t) + (1− α), α < 1
1

α
ωi(t) + (1− 1

α
), α ≥ 1.

(2.25)

Semelhante ao modelo MHA-1, o modelo MHA-2 também apresenta algumas situações limi-

tes:

1. Após uma transação, se um agente possuir rendami(t+1)� mi(t), seu comportamento

será aumentar a sua taxa de gasto para ωi(t+ 1) ≈ 1.

2. Se, após a negociação, o agente possuir renda mi(t+ 1) = mi(t), a reação do agente é

manter sua taxa de gasto ωi(t+ 1) = ωi(t).

3. Finalmente após a transição o agente tiver renda mi(t + 1) � mi(t), sua atitude será

aumentar a sua taxa de gasto ωi(t+ 1) ≈ 1.

Neste caṕıtulo revisamos os principais modelos existentes na literatura, no próximo

caṕıtulo iremos discutir alguns aspectos da distribuição espacial de renda sob a ótica

econômica, bem como apresentar uma generalização do modelo heterogêneo adaptativo que

investiga tais caracteŕısticas.



Caṕıtulo 3

Aspectos Espacias da Distribuição de

Renda

No caṕıtulo 2 foram apresentados os principais modelos existentes na literatura, que con-

sideram a evolução temporal da distribuição de recursos, com a intenção de entendermos os

mecanismos que produzem as distribuições de renda em economias fechadas para diferentes

escalas de tempo e regimes. Uma grande classe de modelos pode ser encontrada na litera-

tura desde aqueles que incorporam aspectos espaciais e topológicos do sistema econômico

[27, 28] até aqueles que utilizam equações diferencias com o objetivo de descrever o regime

estacionário da distribuição [29]. Neste caṕıtulo vamos abordar alguns aspectos da distri-

buição espacial de renda da perspectiva econômica e apresentar uma generalização do modelo

heterogêneo e adaptativo [22] que incorpora aspectos espaciais da distribuição de renda e

riqueza.

A desigualdade de renda é uma caracteŕıstica importante de muitos páıses em desenvol-

vimento, no entanto ainda não se chegou a um entendimento sobre o que a causa e sobre

quais poĺıticas públicas, eficazes, podem vir a reduzi-la. Algumas evidências mostram que

a desigualdede espacial nos páıses em desenvolvimento e estados parece aumentar com o

rápido crescimento econômico [30, 3, 31].

A desigualdade na distribuição de renda tem sido objeto de grande atenção na pesquisa

econômica, inúmeros livros e artigos foram publicados usando medidas familiares para inves-
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tigar a dimensão da desigualdade de renda. Esta propriedade é geralmente avaliada através

de uma série de métodos diferentes e embora a aplicação de métodos espaciais tenha uma

longa tradição no planejamento urbano, os economistas têm reconhecido a aplicabilidade

destes métodos em sua área de conhecimento apenas recentemente [32]. O crescente número

de estudos com uma perspectiva espacial mostram evidências de uma mudança de para-

digma para se pensar espacialmente na economia. Contudo, o uso de métodos espaciais para

explicar a desigualdade na distribuição regional de renda tem sido aplicado em um pequeno

número de páıses devido a escassez dados.

Para investigar a desigualdade espacial da distribuição de renda os economistas costumam

utilizar um conjunto de dados fiscais individuais de contribuientes e informações geográficas

[32, 33, 34, 31, 3, 35, 36], uma vez que esses dados permitem a investigação dos efeitos da

desigualdade. Além disso, eles utilizam regressões espacias econométricas para quantificar

os efeitos entre os ńıveis de renda e medidas de desigualdade, como o coeficiente de Gini.

Contudo, essas medidas desprezam a questão espacial e potencias efeitos de vizinhança que

podem levar a resultados tendenciosos [37].

Alguns estudos investigam quais fatores socioeconômicos correlacionam-se com a distri-

buição de renda em ńıvel regional, e com isso exploram as implicações da desigualdade social

nesta escala e ampliam a análise considerando os efeitos espaciais de vizinhança na desi-

gualdade. Segundo alguns economistas, a desigualdade de renda e a segregação espacial

estão ligadas principalmente pelo sistema habitacional, onde os grupos que possuem maior

rendimento podem superar os grupos de menor rendimento na competição por melhores vi-

zinhanças [32, 38]. Isso pode levar a alguns efeitos de feedback positivo, uma vez que as

famı́lias mais ricas podem produzir impactos positivos na vizinhança [32, 39]. O progressivo

distanciamento espacial, juntamente com as crescentes desigualdades de renda entre regiões é

considerada responsável pelo agravamento da coesão social e limitam o sucesso das poĺıticas

que promovem a redistribuição de renda [32].

Um t́ıpico exemplo de como é feita a análise espacial da distribuição de renda, é o estudo

feito por John P. Shelnutt e Vincent W. Yao [3] nos condados do estado do Arkansas. Usando

dados de declarações de imposto de renda individuais, os autores foram capazes de construir

uma medida alternativa de desigualdade de renda. Eles usaram a proporção ϕ de 25%
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dos domićılios (famı́lias) que pagam mais impostos com relação aos 25% que pagam menos

impostos, esses dados fornecem medidas relativamente válidas da razão de famı́lias ricas

e pobres. A proporção ϕ faz uma conexão com o ı́ndice de Gini, que na prática costuma

comparar os 20% mais pobres com os 20% mais ricos [16]. Segundo essa proporção a diferença

de renda se estreita quanto maior o número de famı́lias ricas e menor o número de famı́lias

pobres, já na situação contrária a diferença de renda se amplia. A figura 3.1 representa a

distribuição espacial da desigualdade de renda, usando esta metodologia, dos 75 condados

do Arkansas no ano de 2003.

No mapa existem seis condados cuja proporção é superior a 1, e os condados das regiões

norte e oeste geralmente tem baixa desigualdade de renda, bem como um baixo ńıvel de

renda. Ainda segundo os autores, no estado do Arkansas o rendimento é distribúıdo mais

desigualmente nas porções central e noroeste do estado e em alguns condados na parte sul

do estado. Eles afirmam, que o padrão espacial está positivamente correlacionado com o

crescimento econômico e que o padrão da desigualdade é influenciado por outros fatores,

como por exemplo, ńıvel de instrução, distribuição demográfica e condições do mercado de

trabalho. Os resultados preliminares apontaram para o crescimento da área e concentração

urbana como principais impulsionadores da desigualdade de renda e sua distribuição espacial.

É importante perceber que as proporções diminuem de modo ligeiramente isotrópico em

torno dos condados de máxima proporção, como uma estrutura de camadas. Isso é mais

evidente observando os condados centrais, em azul, de máxima proporção (0.87 ≤ ϕ ≤ 1.35),

cercados pelos condados em amarelo (0.61 ≤ ϕ ≤ 0.86), de proporção intermediária seguidos

pelos condados de cor rosa (0.42 ≤ ϕ ≤ 0.60).
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Figura 3.1: Proporção dos 25% dos domicilios que pagam mais impostos em relação aos 25% dos domicilios

que pagam menos impostos. Extraido de [3].

Um outro estudo interessante foi realizado pelo economista Taisei Kaizoji [33] que usando

um banco de dados de contribuites de alta renda do Japão, investigou como são formados as

chamadas ruas e bairros residências de alta classe. Ele examinou as flutuações no rendimento

pessoal de cerca de 80 mil contribuintes de alta renda, por dois anos consecutivos, e foi

encontrado que a distribuição cumulativa complementar (Probabilidade de sobrevivência)

do número de grande rendimentos e o rendimento total dessas pessoas para cada uma das

cidades foram bem descritas por uma distribuição lei de potência com um expoente próximo
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de 2, e que a variação relativa dos rendimentos totais dos grandes assalariados que vivem

numa cidade foi positivamente correlacionado com o número deles vivendo na cidade. Os

resulatados emṕıricos do estudo mostraram que os grandes ganhadores de renda tendem

a gravitar para um pequeno número de cidades e sugerem que essa concentração, de tais

pessoas em um pequeno número de cidades resulta nas ruas e bairros residências de alta

classe.

3.1 Modelo Heterogêneo e Adaptativo com Aspectos

Espaciais

Inspirados nos aspectos discutidos na seção anterior e nos modelos de muitos agentes

introduzidos no caṕıtulo 2 desenvolvemos nesta seção uma generalização do modelo hete-

rogêneo e adaptativo [22]. De modo a investigar o papel da estrutura espacial levamos em

conta interações locais. O modelo consiste de um autômato celular bidimensional [40, 41]

com condição de contorno periódica implementado numa rede quadrada de tamanho linear

L de modo a simular o processo espacial da distribuição de renda. A dinâmica se dá por-

tanto num sistema fechado composto por L2 śıtios (agentes) i = 1, 2, ..., L2 e recurso total

M , caracterizados por uma quantidade de recursos mi, por uma taxa de gasto ωi e por uma

mobilidade µi podendo ser descrita pelos seguintes passos:

• Passo 1

Na condição inicial associamos a cada agente uma quantidade de recursos fixa (mi =

1,∀i) e uma taxa de gasto ωi, uniformemente distribúıda no intervalo (0 < ωi < 1).

• Passo 2

Assim como discutido na seção 2.3, uma fração q do total dos agente é positivamente

correlacionada (Tipo1), enquanto que uma fração 1−q é negativamente correlacionada

(Tipo2).

• Passo 3

Ainda na condição inicial associamos a cada agente um parâmetro chamado mobilidade
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(0 ≤ µi ≤ 1), que pode ser comprendido como a capacidade do agente de modificar sua

taxa de gasto como resposta às mudanças externas. A uma fração p do total de agentes

associamos mobilidade nula µj = 0 (j = 1...Lp), onde Lp = pL2. E determinamos a

distância média D̄ entre esses pontos como indicado na figura 3.2. Em torno dos pontos

de mobilidade nula a mobilidade µi cresce gaussianamente, segundo a expressão,

µi =

LP∑
j=1

e
− 1

2

(
Dij
a

)2

, (3.1)

onde Dij corresponde a distância entre o śıtio i e o j-ésimo śıtio de mobilidade nula e

a é o raio t́ıpico da região de mobilidade mı́nima (ver figura 3.2b).

(a) (b)

Figura 3.2: A figura (a) represtanta um padrão t́ıpico com cinco śıtios de mobilidade nula Lp = 5, e a

figura (b) apresenta esquematicamente as distâncias de um śıtio i às regiões com baixa mobilidade.

• Passo 4

Em seguida a mobilidade é normalizada segundo a equação:

µi = 1− µi − µMIN

µMAX − µMIN

, (3.2)

onde µMIN e µMAX são o mı́nimo e máximo valor de mobilidade do sistema.

• Passo 5

A dinâmica começa quando um agente i escolhido aleatoriamente transfere uma fração

ωi do seu recurso para um dos seus oito vizinhos mais próximos (vizinhança de Mo-
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ore), escolhido aleatoriamente, e recebendo simutaneamente uma quantidade ωjmj. A

quantidade final de recursos após uma interação obedece a seguinte regra:
∆mij = ωi(t)mi − ωj(t)mj

mi(t+ 1) = mi(t)−∆mij

mj(t+ 1) = mj(t) + ∆mij

(3.3)

Podemos entender ∆mij como o fluxo efetivo de recursos em cada transação. A vizi-

nhança do agente i é mostra esquematicamente na figura 3.3.

Figura 3.3: Śıtio arbitrário e seus oito vizinhos mais próximos, também conhecida como vizinhança de

Moore.

O processo é repetido L2 vezes ao final do qual é contabilizado um passo de Monte

Carlo. Como a taxa de gasto é modificada ao longo da dinâmica, foram introduzidos alguns

parâmetros globais que possam caracterizar o sistema, que são a taxa de gasto média 〈ω〉

〈ω〉 =
1

L2

L2∑
i=1

ωi (3.4)

E o coeficiente de Gini, que é calculado operacionalmente [15] como:

G =
1

2L4

L2∑
i 6=j

|mi −mj| (3.5)

De modo a caracterizar a distribuição espacial de renda no estado estacionário, bem como

sua dispersão, definimos a renda média normalizada 〈mnor(r)〉 dos śıtios localizados a uma

distância r do śıtio com máxima renda mmax,

〈mnor(r)〉 =
1

8R

8R∑
i=1

mi(r)

mmax

, (3.6)



3. Aspectos Espacias da Distribuição de Renda 25

e sua dispersão calculada da seguinte forma:

∆mnor(r) =

√
〈m2

nor(r)〉 − 〈mnor(r)〉2. (3.7)

A taxa de gasto média normalizada 〈ωnor(r)〉 e sua dispersão ∆mnor(r) são calculadas de

forma análoga, como mostra as expressões a seguir:

〈ωnor(r)〉 =
1

8R

8R∑
i=1

ωi(r)

ωmax
, (3.8)

e

∆ωnor(r) =

√
〈ω2

nor(r)〉 − 〈ωnor(r), 〉
2 (3.9)

onde ωmax é a taxa de gasto do śıtio com máxima renda. A análise espacial foi inspirada no

estudo de Iglesias e Pianegonda [27] onde eles determinaram a média temporal da correlação

espacial C2 (X = |x− x0|) =
〈
w (X)2〉

x
−〈w〉2, onde x0 é o local escolhido como origem e w

é a renda, para os śıtios com renda máxima e média em uma rede unidimensional com 1001

agentes e 5× 103 passos de tempo.

As quantidades anteriormente definidas são especificas para cada configuração inicial,

portanto faz-se necessário reproduzir o procedimento para K configurações distintas de modo

a garantir a relevância estatistica dos resultados, como é definido a seguir de acordo com as

equações:

[ω] ≡ 1

K

K∑
i=1

〈ω〉i , [G] ≡ 1

K

K∑
i=1

Gi (3.10)

[mnor(r)] ≡
1

K

K∑
i=1

〈mnor(r)〉i , [∆mnor(r)] ≡
1

K

K∑
i=1

∆mnor(r) i (3.11)

[ωnor(r)] ≡
1

K

K∑
i=1

〈ωnor(r)〉i , [∆ωnor(r)] ≡
1

K

K∑
i=1

∆ωnor(r) i (3.12)

Uma vez apresentado o modelo e sua dinâmica, no caṕıtulo seguinte serão apresentados

os resultados obtidos e suas análises.



Caṕıtulo 4

Resultados

Neste caṕıtulo vamos apresentar os resultados do modelo heterogêneo e adaptativo com

estrutura espacial. Todas as simulações foram realizadas com 500 amostras, numa escala

de tempo de 2000 passos Monte Carlo (1 passo de Monte Carlo é o tempo necessário para

que todos os agentes efetuem ao menos uma transação) no qual o sistema atinge o estado

estacionário, de forma que as quantidades observadas atingem um valor constante dentro da

barra de erro. A rede possui tamanho linear L = 33, correspondendo a um total de 1089

agentes, cada qual possuindo inicialmente uma unidade arbitrária de renda e taxa de gasto

ω ∼ U(0, 1) e consideramos Lp = 4.

4.1 Caracterização Temporal

Apresentaremos inicialmente os gráficos associados aos valores médios da taxa de gasto [ω]

e do coeficiente de Gini [G] como função do tempo (t), expostos na figura 4.1, onde cada curva

representa a média amostral. O código de cores corresponde aos valores da largura (raio) a

da região de mı́nima mobilidade e q, a fração de agentes positivamente correlacionados.

Primeiramente examinamos o comportamento da taxa de gasto [ω] em função do tempo.

Percebemos que quando q = 0, caso em que todos os agentes são negativamente correla-

cionados, a taxa de gasto cresce monotonicamente com o tempo e alcança um valor final

muito próximo a 1. Para q = 0.5, onde temos 50% dos agentes positivamente correlaciona-
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dos, existe um crescimento na taxa de gasto, contudo atingido o valor máximo acontece um

decrescimento até atingirmos o estado estacionário. Quando q = 1, todos os agentes são cor-

relacionados positivamente, temos um comportamento monotonicamente decrescente. Ainda

é posśıvel perceber para o primeiro caso (q = 0) que quanto maior o valor da largura (raio) da

região de mı́nima mobilidade, menor o valor da taxa de gasto final. Já no segundo (q = 0.5)

e terceiro caso (q = 1) quanto maior a largura maior o valor final da taxa de gasto.
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Figura 4.1: Gráficos do comportamento da taxa de gasto [ω] e ı́ndice de Gini G em função do tempo, para

as frações de agentes positivamente correlacionados para os seguintes valores de q = 0, 0.5, 1

.

Observando o comportamento dos gráficos do ı́ndice de Gini [G] em função do tempo,

constatamos os seguintes comportamentos: Quando q = 0 temos um crescimento de [G] até

o mesmo alcançar um valor máximo e a partir desta quantidade temos um decrescimento,

onde em um determinado instante ele atinge o estado estacionário. Já para o caso q = 0.5,

ele cresce monotonicamente até alcançar o estado estacionário. Enquanto que, para q = 1

temos um leve crescimento do ı́ndice de Gini, seguido por um decrescimento até que este
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alcançe o estado estacionário com valores dependentes de a. Notamos ainda, que para os

três casos quanto maior a largura da região de mı́nima mobilidade maior será o valor final

do ı́ndice de Gini.

Na figura 4.2 exibimos os resultados para o estado estacionário do ı́ndice de Gini como

função da taxa de gasto, num espaço de parâmetros ([ω], [G]) onde cada curva está associada

a um valor da largura e os pontos de cada curva correspondem a uma fração q, que está

compreendida no intervalo 0 ≤ q ≤ 1 em passos dq = 0.05. Percebemos que em nosso

modelo, a dinâmica do sistema produz comportamentos limitantes para 0.09 ≤ G ≤ 0.67 e

0.09 ≤ ω ≤ 1.0. Quando q = 0.25 e a = 15, temos o máximo valor para o ı́ndice de Gini, ou

seja, [Gmax] = 0.67± 0.04 e a taxa de gasto é igual a 0.71± 0.01.
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Figura 4.2: Gráfico do comportamento do ı́ndice de Gini [G] em função da taxa de gasto [ω].

Na figura 4.3 confrontamos as caracteŕısticas do gráfico 4.2 com dados reais para as médias

do coeficiente de Gini e da taxa de gasto de 132 páıses, no periodo de 1990 à 2009 (ćırculos

pretos) segundo o Banco Mundial [19, 20]. A particularidade deste resultado, é que apenas

17 dos 132 pontos extráıdos do banco de dados encontram-se fora da região delimitada pelas
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curvas do modelo correspondendo a aproximadamente 87% de delimitação.
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Figura 4.3: Gráfico comportamento do ı́ndice de Gini [G] em função da taxa de gasto [ω], em comparação

com as médias para o coeficiente de Gini e taxa de gasto dos 132 páıses, no peŕıodo de 1990 à 2009 (ćırculos

pretos).

4.2 Caracterização Espacial

Uma vez apresentados os comportamentos das grandezas que caracterizam globalmente o

sistema no estado estacionário, como função dos parâmetros do modelo apresentamos agora

os padrões espacias assocociados a mobilidade, taxa de gasto e renda. A seguir, exibiremos

os padrões formados para uma amostra t́ıpica, no tempo t = 2000 para os valores de q,

contidos no intervalo 0.25 ≤ q ≤ 0.75 em passos dq = 0.25, e larguras a compreendidas no

intervalo 1 ≤ a ≤ 15 em passos da = 3.

Primeiramente exibimos na figura 4.4 os padrões formados pela mobilidade. Nesta figura

é posśıvel visualizar as regiões de mı́nima mobilidade, onde os agentes que se encontram

dentro desta região tem uma pequena probabilidade de alterar sua taxa de gasto ao longo
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da dinâmica. Com o aumento do parâmetro a, é posśıvel perceber o aumento das regiões

com sua consequente sobreposição.

Figura 4.4: Padrões da mobilidade para distintos valores q e a.

Os valores da mobilidade associados a cada śıtio constituem um parâmetro constante ao

longo de toda dinâmica, e eles definem os mecanismos de adaptação da taxa de gasto. De

modo a apreciar a relação entre estes parametros apresentamos na figura 4.5 os padrões

da taxa de gasto (ω) nos quais notamos que nas regiões de mı́nima mobilidade existe uma

heterogeneidade na distribuição da taxa de gasto, enquanto que as regiões de mobilidade
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máxima e intermediária exibem taxas de gasto mais homogêneas, como por exemplo, no

caso em que a = 15 e q = 0.75.

Figura 4.5: Padrões da taxa de gasto para distintos valores de q e a.

Assim como nos modelos apresentados anteriormente no caṕıtulo 2, os maiores valores

de taxa de gasto estão associados aos menores valores de renda. Na figura 4.6 exibimos os

padrões formados pela renda, e percebemos que nas regiões de mı́nima mobilidade encontram-

se os agentes que possuem maiores rendimentos. Isto ocorre, por que, no inicio da dinâmica

alguns dos agentes que estão dentro destas regiões possuem baixas taxas de gasto. Neste
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caso existe algumas exceções, pois como a região de mı́nima mobilidade é heterogênea podem

existir alguns agentes com altas taxas de gasto e, ao final da dinâmica estes agentes podem

possuir baixas rendas.

Figura 4.6: Padrões da renda para distintos valores de q e a.

De modo sintetizar os resultados discutidos anteriormente, aprasentamos na figura 4.7

os padrões formados pela taxa de gasto e renda para os parâmetros q = 0.25 e a = 11,

ambos com as curvas de ńıvel associados a mobilidade. Nesta figura é posśıvel visualizar o

crescimento dos valores da mobilidade, e como consequência o aumento da taxa de gasto em

torno dos pontos de mı́nima mobilidade. As curvas de ńıvel apontam para um crescimento
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aparentemente circular da renda em torno destes mesmos pontos.
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(a) Padrão da taxa de gasto com curvas de mobilidade.
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(b) Padrão da renda com curvas de mobilidade.

Figura 4.7: Padrões da taxa de gasto e renda para q = 0.25 e a = 11, com as curvas de ńıvel da mobilidade

e mesmo código de cores utilizados nas figuras 4.5 e 4.6.

Embora a desigualdade de renda seja usualmente medida pelo ı́ndice de Gini, alguns

estudos indicam que a relação entre a desigualdade e outros fatores, como o crescimento

econômico no ńıvel estadual é diferente daquela de ńıvel urbano (condados e cidades) [30].

Por este motivo o ı́ndice de Gini não seria adequado para medir a desigualdade a ńıvel urbano

[27]. Nos últimos anos foram propostas algumas medidas alternativas para quantificar a

distribuição espacial da renda, como por exemplo, as propostas introduzidas por John P.

Shelnutt e Vincent W. Yao [3], e S. Pianegonda e J. R. Iglesias [27] citados no caṕıtulo 3.

O modelo [27] consiste em uma estrutura unidimensional com N śıtios e condição de con-

torno periódica, onde cada śıtio representa um agente econômico (indiv́ıduos, indústrias ou

páıs). A cada agente é atribúıdo um parâmetro de riqueza que representa seu bem-estar,

como o RNB (Receita Nacional Bruta) para os páıses, ou salário para os indiv́ıduos. Na con-

figuração inicial este parâmetro corresponde a um número entre 0 e 1 distribúıdo aleatoria-

mente entre os agentes. Para quantificar a desigualdade da distribuição espacial de renda foi

determinada a média temporal da correlação espacial C2 (X = |x− x0|) =
〈
w (X)2〉

x
−〈w〉2,

onde x0 é o local escolhido como origem e w é a renda, para os śıtios com renda máxima e

média em uma rede unidimensional com 1001 agentes e 5× 103 passos de tempo.
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Inspirados no trabalho S. Pianegonda e J. R. Iglesias desenvolvemos um método para

caracterizar a distribuição espacial de renda no estado estacionário e sua dispersão, como

descrito no caṕıtulo 3 seção 3.1. Foi definida a renda média normalizada (〈mnor(r)〉) dos

agentes localizados a uma distância r do agente com maior renda (mmax). Do ponto de

vista f́ısico esta quantidade possui caracteŕısticas semelhantes aquelas associadas a função

de distribuição radial g(r), definida no contexto da caracterização estrutural de sólidos e

ĺıquidos como uma medida da correlação entre part́ıculas [42, 43].

Analisando a figura 4.8 que exibe os gráficos do comportamento da renda média normali-

zada como função de r, onde em cada gráfico é fixado uma fração q, que está compreendido

no intervalo 0.0 ≤ q ≤ 1.0 em passos dq = 0.2, notamos que 〈mnor(r)〉 diminui com a

distância radial do agente de máxima renda até atingir um valor constante, e quanto maior

a largura da região de mı́nima mobilidade, menor o valor da renda média. Percebemos ainda,

que os maiores valores da 〈mnor(r)〉 ocorrem nos casos em que q = 0 e q = 1. Este resultado

corrobora a análise apresentada para o comportamento do ı́ndice de Gini como função da

taxa de gasto contido no gráfico 4.2, que apresenta os menores valores nesses extremos.
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Figura 4.8: Gráficos da renda média normalizada dos agentes localizados a uma distância r do agente com

máxima renda.
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A figura 4.9 apresenta os gráficos da dispersão da renda média normalizada (〈∆mnor(r)〉)

como função de r. Notamos um decrescimento da dispersão com à distância radial. As

flutuações medem a heterogeneidade da renda da vizinhança, ou seja, o quanto a renda

é diversificada em uma determinada distância r do agente de maior renda. Como temos

uma diminuição na dispersão à medida que nos afastamos do agente de maior rendimento,

isto indica que as rendas diminuem com r e, ao mesmo tempo, os valores da renda são

muito próximos entres os agentes que possuem a mesma distância radial indicando uma

homogeneidade, é posśıvel perceber que exceto para o caso q = 0 o comportamento da

disperção é decrescente com a largura da região de mı́nima mobilidade. Este aspecto está de

acordo com os resultados apresentados no trabalho do John P. Shelnutt e Vincent W. Yao

descrito no caṕıtulo 3 figura (3.1) [3].
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Figura 4.9: Gráficos da Dispersão da renda média normalizada dos agentes localizados a uma distância r

do agente com máxima renda.

Também analisamos o comportamento da taxa de gasto média normalizada (〈ωnor(r)〉)

dos agentes localizados a uma distância r do agente com maior renda mmax e sua dispersão

(〈∆ωnor(r)〉). De acordo com a figura 4.10, para todas as frações de q existe um aumento na

taxa de gasto média, e com o crescimento da região de mı́nima mobilidade (a) estes valores
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têm uma elevação, como mostram os gráficos. Nos casos que q = 0 e q = 1 temos os menores

valores do ı́ndice de Gini, reforçando o resultado apresentado no gráfico 4.2.
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Figura 4.10: Gráficos da taxa de gasto média normalizada.

Para os gráficos da dispersão da taxa de gasto média, figura 4.11, temos um aumento de

〈∆ωnor(r)〉 com o crescimento de r, exeto para o caso em que q = 0. Assim quanto mais

afastado do agente com máxima renda, maior a diversidade de taxas de gasto, isto também

pode ser apreciado na figura 4.6.

É Posśıvel perceber nos gráficos apresentados nas figuras 4.8, 4.9, 4.10 e 4.11, que para

um valor caracteŕıstico de rc as curvas se tornam constantes, este valor está intimamente

relacionado com a distância média dos śıtios de mı́nima mobilidade D̄, vistos no caṕıtulo 2.3

(ver figura 3.2a).

A distribuição de probabilidade associada a distância l entre dois pontos, aleatoriamente

sorteados em um quadrado de lado unitário é descrita pela expressão [44, 45]:

P (l) =

 2l(l2 − 4l + π), 0 ≤ l ≤ 1

2l
[
4
√
l2 − 1− (l2 + 2− π)− 4 arctan

(√
l2 − 1

)]
, 1 ≤ l ≤

√
2

(4.1)
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Figura 4.11: Gráficos da dispersão da taxa de gasto média normalizada.

para um quadrado de lado L, esta expressão fornece a seguinte distância média

D̄ =
L

15

[
2 +
√

2 + 5arcsinh(1)
]
, (4.2)

e em particular para o nosso modelo em que temos condições de contorno periódicas a

distância média efetiva é D̄efe = D̄
2
∼= 8.58 o que é o que produz uma estimativa compat́ıvel

do comportamento das quantidades discutidas anteriormente.



Caṕıtulo 5

Conclusões

Nesta dissertação propomos uma generalização do modelo Heterogêneo e Adaptativo [22]

para estudar a distribuição espacial de renda. Estudamos alguns aspectos da distribuição es-

pacial sob a ótica econômica, como por exemplo, as investigações dos fatores socioeconômicos

que se correlacionam com a distribuição de renda e a quantificação da mesma. Inspirados

nestes aspectos e nos modelos apresentados na literatura, desenvolvemos um modelo de

autômato celular numa rede bidimensional quadrada de lado L onde a cada śıtio i associa-

mos um agente caracterizado por sua renda (mi), taxa de gasto (ωi) e mobilidade (µi).

A mobilidade está associada a probabilidade 0 ≤ µi ≤ 1 de que o agente modifique sua

taxa de gasto, e seu valor é determinado por uma composição de gaussianas de largura

a centradas em Lp pontos, distribúıdos aleatoriamente na rede. A fração de agentes cuja

taxa de gasto se adapta de forma positivamente correlacionada com a variação da renda é

determinada pelo parâmetro q, enquanto que o restante dos agentes apresenta correlação

negativa. No ı́nicio da dinâmica a taxa de gasto é distribúıda uniformemente no intervalo

0 ≤ ω ≤ 1, o que define a heterogeneidade do sitema.

A prinćıpio, investigamos as influências de algumas caracteŕısticas como a adaptabilidade,

heterogeneidade e as interações locais do sistema. Para isto, variamos a fração de agentes

positivamente corelacionados (q) e as larguras da região de mı́nima mobilidade a. Notamos

que o comportamento da taxa de gasto como função do tempo, é monotonicamente crescente

para q < 0.5 e monotonicamente decrescente para q > 0.5, enquanto que o ı́ndice de Gini
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possui um comportamento não monotônico. Também analisamos o espaço de parâmetros

[G,ω], para o estado estacionário, e verificamos que o nosso modelo produz valores limitantes

para 0.09 ≤ [G] ≤ 0.67 e 0.09 ≤ [ω] ≤ 0.9. Ao compararmos estes resultados com os dados

extráıdos do banco mundial, como exibimos na figura 4.3, percebemos que a região delimitada

pelas curvas correspondem em torno de 87% de delimitação, ou seja, apenas 17 dos 132 páıses

estão fora desta região.

Posteriormente, exibimos os padrões espacias associados a mobilidade, taxa de gasto e

renda para os valores de q, contidos no intervalo 0.25 ≤ q ≤ 0.75 em passos dq = 0.25, e

larguras a compreendidas no intervalo 1 ≤ a ≤ 15 em passos da = 3. Nos padrões gerados

percebemos que o ı́ndice de Gini aumenta com a largura a (figuras 4.5 e 4.2), e que nas

regiões de mı́nima mobilidade existe uma heterogeneidade da taxa de gasto, de modo que

nestas regiões encontra-se grande parte dos agentes com altos rendimentos.

De forma a quantificar a distribuição espacial de recursos introduzimos a renda média

normalizada (〈mnor(r)〉) e a taxa de gasto média normalizada (〈ωnor(r)〉) associadas aos

agentes localizados a uma distância r do agente de maior renda. Observamos que a renda

decresce em função da distância radial, enquanto que a taxa de gasto aumenta com esta

distâcia, além disso, verificamos que apartir de uma certa distância caracteŕıstica rc, da

ordem da distâcia média entre os śıtios de mı́nima mobilidade, ambos os parâmetros se

tornam homogêneos.

Embora o modelo apresentado reproduza algumas caracteŕısticas da distribuição espaço-

temporal de renda associadas aos dados reais, é importante ressaltar que alguns aspectos

ainda podem ser investigados, como por exemplo, a dependência dos parâmetros com o

tamanho da rede L e o número de regiões de mı́nima mobilidade Lp. Ainda é posśıvel

investigar uma escala de tempo mais longa, onde a própia mobilidade, que em nosso modelo

é constante durante toda dinâmica, tenha uma depedência com a renda.



Apêndice A

Anexo

Exibimos neste anexo uma tabela com o nome e os valores médios do ı́ndice de Gini Ḡ e

da taxa de gasto ω̄, e suas respectivas barras de erro, para cada um dos 132 utilizados nesta

pesquisa. A estat́ıstica foi realizada sobre as séries temporais no peŕıodo de 1990 - 2009,

disponibilizadas no Banco Mundial [19, 20].

N Páıses ω̄ ∆ω Ḡ ∆G

1 Argélia 0.60 0.11 0.35 0.00

2 Angola 0.73 0.13 0.59 0.00

3 Argentina 0.79 0.05 0.49 0.02

4 Armênia 0.98 0.16 0.36 0.05

5 Austrália 0.77 0.01 0.35 0.00

6 Áustria 0.74 0.02 0.29 0.00

7 Azerbaijão 0.73 0.02 0.29 0.11

8 Alemanha 0.77 0.01 0.28 0.00

9 África do Sul 0.81 0.01 0.58 0.01

Tabela A.1: Valores da taxa de consumo ω e ı́ndice de Gini médios, para o peŕıodo de 1990

- 2009 dados retirados do Banco Mundial.
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N Páıses ω̄ ∆ω Ḡ ∆G

10 Bélgica 0.75 0.01 0.33 0.00

11 Belize 0.84 0.06 0.60 0.00

12 Benin 0.95 0.02 0.39 0.00

13 Butão 0.67 0.11 0.47 0.00

14 Boĺıvia 0.87 0.06 0.56 0.07

15 Botswana 0.62 0.07 0.61 0.00

16 Brasil 0.81 0.03 0.58 0.02

17 Bulgária 0.86 0.05 0.29 0.04

18 Burkina Faso 0.94 0.04 0.46 0.06

19 Bangladesh 0.85 0.03 0.30 0.02

20 Belarus 0.76 0.04 0.28 0.03

21 Catar 0.44 0.12 0.41 0.09

22 Cingapura 0.53 0.03 0.42 0.00

23 Chade 0.93 0.18 0.40 0.00

24 Chile 0.73 0.03 0.55 0.01

25 China 0.57 0.05 0.42 0.00

26 Colombia 0.82 0.03 0.57 0.02

27 Costa Rica 0.82 0.04 0.47 0.02

28 Costa do Marfim 0.81 0.05 0.41 0.06

29 Croácia 0.84 0.05 0.29 0.02

30 Camboja 0.93 0.07 0.41 0.03

31 Camarões 0.81 0.02 0.46 0.02

32 Canadá 0.77 0.03 0.33 0.00

33 Coréia do Sul 0.66 0.03 0.32 0.00

Tabela A.2: Valores da taxa de consumo ω e ı́ndice de Gini médios, para o peŕıodo de 1990

- 2009 dados retirados do Banco Mundial.
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N Páıses ω̄ ∆ω Ḡ ∆G

34 Dinamarca 0.75 0.02 0.25 0.00

35 El Salvador 0.99 0.04 0.51 0.02

36 Estónia 0.76 0.05 0.36 0.03

37 Etiópia 0.92 0.04 0.33 0.06

38 Eslovênia 0.75 0.03 0.29 0.01

39 Espanha 0.77 0.01 0.35 0.01

40 Estados Unidos 0.84 0.02 0.41 0.00

41 Equador 0.78 0.03 0.55 0.04

42 Egito 0.86 0.02 0.32 0.01

43 Franç 0.80 0.01 0.33 0.00

44 Filipinas 0.84 0.03 0.45 0.01

45 Finlândia 0.79 0.03 0.27 0.00

46 Gâmbia 0.92 0.04 0.49 0.02

47 Geórgia 0.97 0.17 0.38 0.02

48 Gana 0.93 0.03 0.41 0.02

49 Grécia 0.90 0.02 0.34 0.00

50 Guatemala 0.93 0.03 0.55 0.01

51 Guiné 0.83 0.03 0.44 0.03

52 Guiana 0.85 0.08 0.47 0.06

53 Gabão 0.52 0.08 0.41 0.00

54 Honduras 0.84 0.09 0.55 0.02

55 Hong Kong 0.68 0.17 0.43 0.00

56 Hungria 0.78 0.04 0.27 0.02

57 Holanda 0.73 0.01 0.31 0.00

58 Haiti 0.98 0.06 0.60 0.00

Tabela A.3: Valores da taxa de consumo ω e ı́ndice de Gini médios, para o peŕıodo de 1990

- 2009 dados retirados do Banco Mundial.
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N Páıses ω̄ ∆ω Ḡ ∆G

59 Indonésia 0.70 0.03 0.39 0.01

60 Irã 0.63 0.04 0.42 0.03

61 Irlanda 0.67 0.06 0.34 0.00

62 Israel 0.84 0.04 0.39 0.00

63 Itália 0.78 0.01 0.36 0.00

64 Índia 0.74 0.04 0.37 0.00

65 Iêmen 0.89 0.13 0.37 0.03

66 Jordânia 0.99 0.06 0.39 0.03

67 Jamaica 0.86 0.08 0.43 0.04

68 Japão 0.72 0.04 0.25 0.00

69 Kazaquistão 0.71 0.12 0.33 0.02

70 Laos 0.80 0.35 0.33 0.02

71 Latónia 0.79 0.11 0.33 0.03

72 Lituânia 0.84 0.05 0.33 0.02

73 Luxemburgo 0.56 0.05 0.31 0.00

74 Macedônia 0.93 0.04 0.37 0.06

75 Madagascar 0.93 0.04 0.44 0.04

76 Malawi 0.95 0.09 0.45 0.08

77 Mongólia 0.78 0.12 0.33 0.02

78 Marrocos 0.79 0.04 0.40 0.08

79 Moçambique 0.98 0.08 0.46 0.02

80 Malásia 0.59 0.04 0.46 0.05

81 Maldivas 0.56 0.08 0.37 0.00

82 Mali 0.90 0.03 0.43 0.06

83 Mauritânia 0.98 0.16 0.42 0.06

84 México 0.78 0.03 0.50 0.02

Tabela A.4: Valores da taxa de consumo ω e ı́ndice de Gini médios, para o peŕıodo de 1990

- 2009 dados retirados do Banco Mundial.
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N Páıses ω̄ ∆ω Ḡ ∆G

85 Moldávia 0.94 0.20 0.36 0.014

86 Namı́bia 0.85 0.05 0.74 0.00

87 Nepal 0.89 0.03 0.42 0.07

88 Nova Zelândia 0.78 0.02 0.36 0.00

89 Nigéria 0.96 0.03 0.41 0.04

90 Noruega 0.68 0.05 0.26 0.00

91 Nova Guiné 0.71 0.07 0.51 0.00

92 Panamá 0.73 0.04 0.55 0.03

93 Paquistão 0.84 0.02 0.31 0.02

94 Paraguai 0.87 0.03 0.54 0.07

95 Peru 0.80 0.04 0.49 0.04

96 polônia 0.81 0.04 0.32 0.02

97 Portugal 0.84 0.02 0.38 0.09

98 Quênia 0.88 0.05 0.47 0.07

99 Quirguistão 0.98 0.10 0.37 0.08

100 Romênia 0.83 0.05 0.30 0.02

101 Rússia 0.68 0.06 0.41 0.05

102 Repúlica Dem. do Congo 0.93 0.07 0.44 0.00

103 República do Congo 0.61 0.13 0.47 0.00

104 Repúlica Eslovaca 0.75 0.03 0.23 0.04

105 República Centro - Africana 0.97 0.03 0.52 0.13

106 Repúlica Checa 0.72 0.02 0.27 0.02

107 Repúlica Dominicana 0.87 0.03 0.50 0.02

108 Reino Unido 0.85 0.02 0.36 0.00

109 Senegal 0.93 0.04 0.44 0.07

110 Sérvia 0.99 0.05 0.28 0.09

111 Serra Leoa 0.82 0.08 0.53 0.14

112 Sri Lanka 0.84 0.02 0.36 0.04

Tabela A.5: Valores da taxa de consumo ω e ı́ndice de Gini médios, para o peŕıodo de 1990

- 2009 dados retirados do Banco Mundial.
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N Páıses ω̄ ∆ω Ḡ ∆G

113 Suriname 0.95 0.05 0.53 0.00

114 Suazilândia 0.94 0.06 0.57 0.07

115 Suécia 0.76 0.02 0.25 0.00

116 Súıça 0.71 0.02 0.34 0.00

117 Tajiquistão 0.95 0.19 0.33 0.01

118 Tanzânia 0.94 0.05 0.34 0.01

119 Tailândia 0.67 0.02 043 0.02

120 Togo 0.95 0.05 0.34 0.00

121 Trinidad e Tobago 0.66 0.09 0.40 0.00

122 Tuńısia 0.78 0.01 0.41 0.01

123 Turquia 0.81 0.02 0.42 0.01

124 Turcomenistão 0.63 0.16 0.38 0.04

125 Uganda 0.93 0.04 042 0.03

126 Ucrânia 0.76 0.06 0.29 0.03

127 Uruguai 0.84 0.03 0.45 0.01

128 Uzbequistão 0.78 0.07 0.39 0.06

129 Venezuela 0.70 0.07 0.47 0.03

130 Vietnã 0.78 0.08 0.37 0.02

131 Zâmbia 0.87 0.09 0.52 0.06

132 Zimbábue 0.87 0.06 0.50 0.00

Tabela A.6: Valores da taxa de consumo ω e ı́ndice de Gini médios, para o peŕıodo de 1990

- 2009 dados retirados do Banco Mundial.
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[15] GM Caon, S Gonçalves, and JR Iglesias. The unfair consequences of equal opportunities:

Comparing exchange models of wealth distribution. The European Physical Journal

Special Topics, 143(1):69–74, 2007.
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